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CLASA a X-a

Enunţuri şi bareme

Problema 1. Determinaţi numerele reale x 2 (2;1) ; care sunt soluţii ale
ecuaţiei

cos (� log3 (x+ 6)) � cos (� log3 (x� 2)) = 1:

Supliment Gazeta Matematic¼a
Soluţie: Ipoteza conduce la cos (� log3 (x+ 6)) = cos (� log3 (x� 2)) = �1;
deci exist¼a k; l 2 Z; de acceaşi paritate, astfel încât � log3 (x+ 6) = k� şi
� log3 (x� 2) = l�: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Se obţin relaţiile x + 6 = 3k şi x � 2 = 3l: Prin sc¼adere suntem conduşi la

3k � 3l = 8: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Egalitatea nu este posibil¼a dac¼a k; l < 0: Atunci 3l

�
3k�l � 1

�
= 8; de unde

3l = 1; adic¼a l = 0 şi apoi k = 2: La �nal obţinem x = 3: . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

Problema 2. Fie a; b; c 2 C�; distincte şi având acelaşi modul, astfel încât

a2 + b2 + c2 + ab+ ac+ bc = 0:

Demonstraţi c¼a a; b; c reprezint¼a a�xele vârfurilor unui triunghi dreptunghic sau
echilateral.
Soluţie: Putem presupune jaj = jbj = jcj = 1: Ipoteza devine (a+ b+ c)2 =
ab+bc+ca; de unde (a+ b+ c)2 = abc

�
1
a +

1
b +

1
c

�
sau (a+ b+ c)2 = abc(a+ b+ c):

Prin trecere la modul avem ja+ b+ cj 2 f0; 1g : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Dac¼a ja+ b+ cj = 0; deducem c¼a ortocentrul triunghiului, având vârfuri de

a�xe a; b; c; coincide cu centrul cercului circumscris aceluiaşi triunghi, deci acest
triunghi este echilateral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dac¼a ja+ b+ cj = 1; atunci (a+ b+ c) (a+ b+ c) = 1; de unde (a+ b+ c)�

1
a +

1
b +

1
c

�
= 1; adic¼a (a+ b) (b+ c) (c+ a) = 0: Atunci dou¼a vârfuri ale aces-

tui triunghi sunt diametral opuse, deci este dreptunghic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

1



Problema 3. Fie �; � 2 R: Deteminaţi cea mai mare valoare a expresiei

j�x+ �yj+ j�x� �yj ;

în �ecare dintre urm¼atoarele cazuri:
a) x; y 2 R; astfel încât jxj � 1 şi jyj � 1;
b) x; y 2 C; astfel încât jxj � 1 şi jyj � 1:

Soluţie: a) Deoarece pentru orice numere reale u; v avem ju+ vj + ju� vj 2
f�2u;�2vg ; deducem c¼a j�x+ �yj+ j�x� �yj � max f2 j�j ; 2 j�jg : . . . . . . 2p
Aceasta este valoarea maxim¼a, deoarece egalitatea se obţine, de exemplu,

când x = y = 1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
b) Avem egalitatea j�x+ �yj2 + j�x� �yj2 = 2 j�xj2 + 2 j�yj2 : Dar
(j�x+ �yj+ j�x� �yj)2 � 2

�
j�x+ �yj2 + j�x� �yj2

�
; de unde j�x+ �yj+

j�x� �yj � 2
p
�2 + �2: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Valoarea maxim¼a 2
p
�2 + �2 se poate obţine pentru x = 1 şi y = i: . . . .1p

Problema 4. a) Demonstraţi c¼a exist¼a funçtii neperiodice f : R ! R care
veri�c¼a egalitatea

f (x+ 1) + f (x� 1) =
p
5f (x) ;

pentru orice x 2 R;
b) Demonstraţi c¼a orice funçtie g : R! R care veri�c¼a egalitatea

g (x+ 1) + g (x� 1) =
p
3g (x) ;

pentru orice x 2 R; este periodic¼a.
Soluţie: a) C¼aut¼am soluţii printre funçtiile de forma f (x) = ax; unde a > 0:
Obţinem egalitatea a + a�1 =

p
5 , de unde a =

p
5�1
2 : Se veri�c¼a faptul c¼a

funçtiile f1 : R ! R; f1 (x) =
�p

5�1
2

�x
şi f2 : R ! R; f2 (x) =

�p
5+1
2

�x
egalitatea din ipotez¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
b) Fie g o funçtie care veri�c¼a egalitatea din ipotez¼a. Atunci g (x+ 2) +

g (x) =
p
3g (x+ 1) ; de unde g (x+ 2) + g (x) =

p
3
�p
3g (x)� g (x� 1)

�
;

deci g (x+ 2) = 2g (x) �
p
3g (x� 1) : Apoi g (x+ 3) = 2g (x+ 1) �

p
3g (x) =

2
�p
3g (x)� g (x� 1)

�
�
p
3g (x) ; de unde g (x+ 3) =

p
3g (x) � 2g (x� 1) :

Apoi g (x+ 4) =
p
3g (x+ 1) � 2g (x) =

p
3
�p
3g (x)� g (x� 1)

�
� 2g (x) ; de

unde g (x+ 4) = g (x) �
p
3g (x� 1) : În continuare, g (x+ 5) = g (x+ 1) �p

3g (x) ; deci g (x+ 5) = �g (x� 1) ; de unde g (x+ 6) = �g (x) :Apoi g (x+ 12) =
�g (x+ 6) = g (x) ; de unde obţinem concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p
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