CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSP}EJ(IIJ%(}{:I;%TAEI; ngOLAR 19 martie 2016 CONSTRUCTII DE MASINI

SIMANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

CLASA A IX-A

1. La un concurs Adolf Haimovici, organizatorii au oferit drept premiu primilor 5 elevi clasati la
clasa a IX-a un total de 17 carti, fiecare elev primind cel putin o carte.
a) Stabiliti dacd, in mod necesar, cel putin doi elevi primesc mai mult de céte o carte.
b) Aratati ca cel putin un elev primeste mai mult de 3 carti.
c¢) Determinati in cite moduri se pot distribui premiile, astfel Tncit fiecare premiant sd primeasca
alt numar de carti.

2. Fie M multimea tuturor progresiilor aritmetice (a, )n>1 cu toti termenii numere naturale.

a) Considerand progresia (an)n21 € M care are a, =6 si r =10, verificati daca 2016 este sau
nu termen al acestei progresii.

b) Determinati cate din progresiile (a, )n21 € M care au r=10, au printre termenii lor numarul
2016.

c) Determinati céate din progresiile (an)n21 € M care au g, =6, au printre termenii lor numarul
2016.

3. Fie triunghiul ABC, M mijlocum laturii (BC ) si punctele P,Q,R astfel incat AP=x-AB R
Zézy-ﬂ/[ﬂ si ﬁ:z-ﬁ, cu Xx, y,zZ€ (0; +oo).Aréta‘gi ca:
— ] —
a) AM =—(AB+AC)
2
b) PO=| =—x |-AB+=-AC
o=[5-) a3
. . o112
c) Punctele P, Q, R sunt coliniare daca si numai dacd —+—=—
X z Yy
4. Un turist parcurge un traseu ABCD format din trei drumuri, AB, BC si CD, toate de aceeasi
lungime egald cu 60 km. Turistul merge pe drumurile specificate cu vitezele v,, v,, respectiv v;,
masurate in km/h.
a) Daca v,=30, v,=20 si v, =50, determinati durata #, a parcurgerii intregului traseu,

masurata n ore $i minute.

v +v, +v

b) Daca turistul ar parcurge intregul traseu cu viteza medie v = 2 a celor trei viteze de

la punctul anterior, determinati durata ¢, a parcurgerii intregului traseu, masuratd In ore si
minute.
c) Aratati cd, oricare ar fi vitezele v,, v,, respectiv v,, are loc inegalitatea ¢, =1, .

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A X-A

1. Rezolvati, In multimea numerelor reale, ecuatiile:
a) 5" =4.5"+1
b) x> +2vVx* —3x—4 =3x+4

¢) log, (3x-2)-log, 2=1

2. Venitul lunar al unui tehnoredactor este format din salariul de baza de 800 lei la care se adauga
un spor astfel: daca reuseste sd tehnoredacteze pana la 200 pagini i se dd un comision de 2 lei
pentru fiecare pagina scrisa iar pentru fiecare pagind ce depaseste 200 primeste 3 lei pentru
fiecare pagina.

a) Determinati cati bani primeste tehnoredactorul daca intr-o luna scrie 150 pagini. Dar daca
scrie 250 pagini?
b) Ardtati cd functia pe baza cdreia se calculeazd venitul lunar al tehnoredactorului este
2n+800, dacdan <200
f:N—)N,f(n):{ ) ,
3n+ 600, dacan > 200

unde n este numadrul de pagini scrise de tehnoredactor.
c) Determinati cate pagini trebuie sa scrie tehnoredactorul pentru a castiga intr-o luna 1620 lei.

Cy 1-a-i .
3. Consideram numerele complexe z, = ,aeR, i*=-1.

1+a-i
a) Determinati modulul si forma algebrica a numarului z,
— 3 4.
b) Determinati a € R pentru care z, = P ‘1

)2016

c) Arétati ca (z 7 este numar real.

4. a) Aritati ca 3(x2 +y° +z2)2(x+ y+z)2, oricare ar fi x,y,ze R.

b) Demonstrati ci 3" >3n+99, oricare ar fi ne N, n>3.
¢) Determinati numerele naturale n,a,b si c, stiindci a+b+c=3" si a* +b>+c* =33+n.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A XT-A

. ) 1 a) . 1 b
Fie matricele A= si B= , a,b,ce R. Se cere:
0 1 c 1

a) Aratatica A" =n-A—(n—1)-1,, pentru orice ne N, n>2.
b) Demonstrati cd nu existd X € M, (R) astfel incat A*- X —X-A*=B.

c) Aratati ca egalitatea (A+ B )2 =A’+2-A-B+ B este adevirati daci si numai daci a-c=0.

Fie functiile f:R >R, f(x)=2x"+x+1si g:R >R, g(x)=3¢"—2x+1. Se cere:
- f(0 —-g(0
2 Artati ca fim )=S0y, 8(0)=2(0) .

x—0 X x—0 X

f(0)-g(x)-g(0) f(x)

X

b) Calculati lirrol

o . a-g(x+)+b- f(x)
c) Determinati numerele a, be R pentru care limita lim

x—0 X

existd si este

egald cu 2.

a a+l a+2
Fie matricea A=|b b+1 b+2|,cu a,b,ce R. Se cere:
1 2 c
a) Aratati ca det A=(a—b)(c-3).
b) Demonstrati ci pentru a=3,b=2, c=4, matricea A este inversabild si inversa A™' are
toate elementele numere Intregi.
¢) Determinati o matrice Ce M,(Z), inversabila si astfel inct sd aiba inversa C™' cu toate

elementele numere naturale.

O sursa de caldurd incalzeste uniform un corp. Experimental, constatdm ca temperatura corpului
este datd de legea T(t)=a-t"+c—~Nt’+d-t+25, cu a,b,c,d >0, unde numdrul >0
reprezintd momentul masurdrii, exprimat in minute, iar numarul 7 () reprezintd temperatura

corpului, exprimata 1n grade Celsius, la fiecare moment ¢# > 0 ales. Se stie cd la momentul initial
t =0 temperatura corpului este de 7 grade Celsius iar atunci cand ¢ — oo, temperatura corpului
se apropie infinitezimal de 10 grade Celsius, adica lim7 (1) =10.

t—o0

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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a) Ardtatica c=12.

b) Demonstrati cd lim7 (¢) = +oo-sgn(b—1), unde sgn x =

t—o0

+1, dacax>0
~1, dacix <0
c) Ardtati cd T (t)=1+12—~/t> +41+25.

d) Determinati la ce moment ¢ temperatura corpului va fi de 9 grade Celsius.
e) Demonstrati ca, la orice moment 7 >0, temperatura corpului este strict mai mica de 10 grade
Celsius.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A XII-A

1. Fie functia f :[0; +o) >R, f(x)=In(1+x). Se cere:
a) Determinati primitiva F :[0; +o0) = R a functiei f, stiind cd F(0)=0.

e—1
b) Caleulati | f(x)dx.
0
c) Daca g :[0; +00) = R este o functie derivabila incét pentru orice x>0 se verifica egalitatea

x+Ig(t)dt:(x+l)-g(x),aréta‘gi cag=f.
0

2. Definim pe multimea numerelor reale legea de compozitie xoy = xy+2x+2y. Se cere:

"9

a) Ardtati ca legea ”o” nu este asociativa.
b) Cercetati dacd structura algebricd (RR; o) admite element neutru.
c¢) Gasiti doud numere a, be R\Q astfel incit aobe N.

d) Demonstrati ci pentru orice ne N, n’ on #2016.

3. In cadrul unui experiment, o sursi de cildurd incilzeste un corp astfel incit temperatura
corpului, notatd (x) si masuratd in grade Celsius, se modifica la fiecare moment x& [0; +oo)
al masurarii, exprimat in minute, prin functia

x* +x+2, dacd xe [0; 3]

1:[0; +) >R, #(x)=15x-1, dacixe(3;6)
29, dacd xe [6; + )
a) Aratati cad functia t:[O; +o0) >R admite primitive si este integrabild pe orice
[a; b] [0; +o0).
1

—a

b
I f(x)dx exprimd valoarea medie a unei functii f care este

a

b) Stiind ¢ M (a; b) = 5

integrabild pe un interval [a; b]CR , calculati temperatura medie inregistratd prin acest

experiment pe intervalul momentelor a =4 si b=8§.
c¢) Determinati dupd cite minute de la momentul initial x, =0, temperatura medie inregistrata
atinge valoarea de 20 grade Celsius.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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4. Fie multimea M ={a’*—ab+b’/a, be Z} si numarul complex & = -1.

—1+i3
— =
a) Aratati cd £ +£+1=0 si £ =1

b) Ardtati ca, pentru orice a, be Z, se verificd egalitatea a’> —ab+b* = (a+8-b)(a +E‘b),

— —1-i3 . - ~1+i3
unde €= — este conjugatul numarului complex £ = —

¢) Demonstrati egalitatea (a; —ab, + b7 )-(a; —a,b, +b; )=’ —off+ .
unde @ =a,a,—-bb,, f=ab,+a,b —-bb, si a, b, a,, b,eZ.

d) Gasiti doud numere a, S Z astfel incat (2016° —2016-2015+2015 )2 o’ -a-f+ 5.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. La un concurs Adolf Haimovici, organizatorii au oferit drept premiu primilor 5 elevi clasati la
clasa a IX-a un total de 17 carti, fiecare elev primind cel putin o carte.
a) Stabiliti dacd, in mod necesar, cel putin doi elevi primesc mai mult de céte o carte.
b) Aratati cd cel putin un elev primeste mai mult de 3 carti.
c¢) Determinati in cate moduri se pot distribui premiile, astfel Incat fiecare premiant sd primeasca
alt numar de carti.
Solutie:
a) Nu este necesar. Este posibil ca un elev sa primeasca 13 carti si ceilalti 4 céte o carte. .... 2 puncte
b) Daca toti elevii ar primi cel mult trei carti atunci ar fi un total de cel mult 15 carti, deci cel putin

un elev primeste mai Mult de trel CATEL «...oevveeriiriiirrienienie ettt 2 puncte
¢) Considerdnd a<b<c<d<e,a21,b22,c23,d 24,e=5, numdrul de carti primite de cei
cinci elevi, rezultd a+b+c+d+eZ21+2434+445=15 (i 1 punct
sicum a+b+c+d+e=17, raman doud posibilitati

(@55;0,d56) = (152:35457) oo 1 punct
$1 (@30;C5d5€) = (152535556) wovvnrvieieeieieis ettt 1 punct

2. Fie M multimea tuturor progresiilor aritmetice (a,) _ cu toti termenii numere naturale.

nx1
a) Considerand progresia (an)n>1 € M care are a, =6 si r=10, verificati daca 2016 este sau
nu termen al acestei progresii.

b) Determinati céte din progresiile (a, )n>1 €M care au r=10, au printre termenii lor numarul

2016.

¢) Determinati cate din progresiile (a, )n21 € M care au g, =6, au printre termenii lor numarul

2016.
Solutie:
2) @, =0 (T =1) T et 1 punct
A, =6, r=10=> a, =101 =4 ... 1 punct
a,=2016 =10n—-4=2016 = n=202, deci 2016 =,y ...ccceoevervriririiiiiiiiiiccicciecns 1 punct
D) @ (1 =1) TOZ2016 .ot 1 punct
a,=2026—-10ne N = ne{1;2;3;...;202},
deci sunt 202 progresii Cu aceastd PrOPIICTALE ........eevvvererrreeriiieerireeriteeesireessreeereeesseeessseessseeans 1 punct
¢) a,=6+(n—1)-r=2016 = (n—1)-r=2010=2-3-5-67
USRS 1 punct

si cum 2010 are 16 divizori, sunt 16 progresii cu aceastd proprietate ...........ccoeceercveerrveennneen. 1 punct



3. Fie triunghiul ABC, M mijlocum laturii (BC) si punctele P,Q,R astfel incat AP=x-AB,
AQ=y-AM si AR=z-AC,cu x, y,z€ (0; +oo). Aritati ca:

a) AM :l(AB+Ac)

2
b) PO=|2—x|-AB+=>-AC
) PO (2 xj 2

. : o112
c) Punctele P, O, R sunt coliniare dacd si numai dacd —+—=—
Yy

x z

Solutie:

) AM = AB-+ BM = 4B+ BC = AB +-(AC—AB) = (AB+ AC) sovvvov I punct

b) P—Q:@—HD ..................................................................................................................... 1 punct

@:y-m:%-(ﬁ+ﬁ) .................................................................................................. 1 punct

FQ:(X—)CJZEW—X-XE ....................................................................................................... 1 punct
2 2

¢) P, O, R sunt coliniare daca si numai daca sunt coliniari vectorii PO si PR oo, 1 punct

PRZZ-AC =X AB oo 1 punct

—_— = e y=2x y 1 1 2

PQ si PR sunt coliniari £ “———=—"— <& — 4 — = — ..ttt 1 punct

—2x 2z X z ;

4. Un turist parcurge un traseu ABCD format din trei drumuri, AB, BC si CD, toate de aceeasi
lungime egald cu 60 km. Turistul merge pe drumurile specificate cu vitezele v,, v,, respectiv
v, masurate in km/h.
a) Daca v, =30, v,=20 si v,=50, determinati durata ?, a parcurgerii intregului traseu,
masuratd Tn ore i minute.

v +V, +v,

b) Daca turistul ar parcurge intregul traseu cu viteza medie v = a celor trei viteze de

la punctul anterior, determinati durata ¢, a parcurgerii intregului traseu, masuratad in ore si
minute.
¢) Aratati ca, oricare ar fi vitezele v,, v,, respectiv v,, are loc inegalitatea ¢, 21, .

Solutie:
60km 60km 60km
a)t, = + o s 1 punct
el v, V3
S =0/ ST 12 MR ettt st e 1 punct
b)VZ%km/h = t2=@=5h ST 2A MR oottt 1 punct
v
c) t1:60-(l+i+ij .......................................................................................................... 1 punct
vl v2 V3
1
t,= 540-(—} ............................................................................................................... 1 punct
v, +v, +v,
I 1 1
121 & (V41 +0) | —F 4 [ 29 s 1 punct
Vi Vo Vs

Demonstrarea INEGALTEALIT «.....eevruveeriiiriiie ettt et sttt et e b e e e 1 punct
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatiile:
a) 57" =4.5"+1
b) x> +2Vx* —3x—4 =3x+4
¢) log, (3x—2)-log, 2=1

Solutie:
1
a)5'=y=5y"—4y-1=0=y, =1, Y2 =T e 1 punct
5'=1=x=0,5" :—% MU AT€ SOIULIC. ..eeeeieeiiieiieie ettt ettt ettt 1 punct
b) ¥’ =3x—420, x€ (=00, = 1JU[45460) weurrrruiirirerineieeireeieeire e 1 punct
X =3x—4+420x" =3x—4=0=x"—3x—4=0=> x€ {14} oo 1 punct
¢) xe (—;+oo)\{l} ................................................................................................................. 1 punct
1 3x—-2
log4(3x—2):M; log 2= e 1 punct
2 log, x

si se obtine ecuatia x> —3x+2=0 cu solutii x, =1 si x, =2 dintre care acceptatd de conditia

x€ (%ﬁooj\{l} SEE NUMAL X =2 oot 1 punct

2. Venitul lunar al unui tehnoredactor este format din salariul de baza de 800 lei la care se adauga
un spor astfel: dacd reuseste sd tehnoredacteze pana la 200 pagini i se da un comision de 2 lei
pentru fiecare pagind scrisa iar pentru fiecare pagind ce depaseste 200 primeste 3 lei pentru
fiecare pagina.

a) Determinati cati bani primeste tehnoredactorul daca intr-o luna scrie 150 pagini. Dar daca
scrie 250 pagini?
b) Ardtati cd functia pe baza cdreia se calculeazd venitul lunar al tehnoredactorului este

2n+800, dacan <200
f:N>N, f(n)= ) ,
3n+ 600, dacan > 200

unde n este numarul de pagini scrise de tehnoredactor.
c) Determinati cite pagini trebuie sa scrie tehnoredactorul pentru a castiga Intr-o lund 1620 lei.

Solutie:
a) Daca scrie 150 pagini, castigd 80041502 =110011 ....ccccveerveieriiiiniiiiniiiiiieeiee e, 1 punct
Daca scrie 250 pagini, castigd 800+200-2450-3 =13501€1 ....ccceeveereerieriieeieenicnicreeeen. 2 puncte



b) Dacd n<200 = f(72) =800+ 27 wouvriiriiiiieieicireie et 1 punct

Dacd n>200 = f(n)=800+200-2+(n=200)-3=314600 ....ccccrerrrrrrrrrrrrerrerrerrerrrerrennnn. 1 punct
¢) n<200 = 2n+800=1620 = n =410, contradiCi® ........coceerreereerreerreeerienee e 1 punct
n>200 = 3n4+600=1620 = 1 =340, ..ccceoiiiiiiriiiiiii 1 punct
. - 1 —da: i )
3. Considerim numerele complexe Z, = N -,aeR,i"=-1.
+a-i
a) Determinati modulul si forma algebrica a numarului z,
b) Determinati a € R pentru care z, =%—% ‘1
2016

c¢) Ardtati ca (z ﬁ) este numar real.
Solutie:
B) 2, [T L e e s 1 punct

—1_02— 2a ) 2 puncte

T BB p
3 4 1-a*> 3 2a 4
b) z, =———"i ==, — T e et 1 punct
WS T AT Tea P
a= l 1 punct
S p
3 2016

c) (zﬁ) =1 = (zﬁ) SLE R e et es 2 puncte

4. a) Aratati ca 3(x2 +y° +z2)2(x+ y+z)’, oricare ar fi x,y,ze R.

b) Demonstrati ca 3" >3n+99, oricare ar fi ne N, n>3.
¢) Determinati numerele naturale n,a,b si c, stiindci a+b+c=3" si a’+b>+c> =33+n.

Solutie.

a) Inegalitatea este echivalentd cu (x—y)" +(y—z)" +(z—x)’ 20, adevarat ...........ccco........ 1 punct
b) Inductiv: n=3, 3° >108, adevirat

Dacd 3% >3k +99, k>3, atunci 3" =3*-9>(3k+99)-9>3-(k+1)+99 .ccovrrrrrrrunnnnn. 2 puncte
¢) Fie a,b,c in conditia cerutd, conform cua) = 3(a’+b>+c*) 2 (a+b+c) = 3(33+n) 23" si
£010SINA b) => 7E {05 15 2} coveeieiciete e 2 puncte
Pentru n=0 $i 7=1 DU AVEM SOIULIL «...eeruieriiiiiiiieiie ittt 1 punct

Pentru n=2, a+b+c=9, a’ +b’> +¢* =35, cu solutia (a;b;c)=(1;3;5) si orice permutare a

Yol 1 b2 TP OTUURRPRRRTRPON 1 punct
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XI-A

. ) I a) . 1 b
1. Fie matricele A= 0 1 si B= ) a,b,ce R. Se cere:
c

a) Aratatica A" =n-A—(n—1)-1,, pentru orice ne N, n>2.
b) Demonstrati ¢ nu existd X € M, (R) astfel incat A*- X -X-A’=B.

2

c) Aratati ca egalitatea (A+B) = A’>+2-A-B+ B’ este adevaratd daca si numai dacd a-c=0.

Solutie:
a) Verificare prin inductie. 7 =2, A> =2 A= 1, wococoeceriereirieeeeieeeee e 1 punct
Dacd A =k-A—(k—1)-1,,atunci A"' = A" A=_.=(k+1) A=k I, cceorrrrrrrrrrres 1 punct
b) Presupunem X cu proprietatea cerutd, =
A3-X—X-A3:(3-A—2-12)-X—X-(3-A—2-12):3-(A-X—X-A):B(:yA-X—X-A:%-
................................................................................................................................................... 1 punct
X : (1— 1 b
X = Y = az a(t=x) :l ........................................................................ 1 punct
z t 0 -z-a 3le 1
I . 1 -
:>a-z=§ si a-zz—g,contradlcpe ...................................................................................... 1 punct
¢) Cum (A+B) = A’+A-B+B-A+ B>, cerinta este echivalenticu A-B=B-A ............ 1 punct
) l4a-¢c b+a 1 b+a
iar A-B=B-A & = S A C=0 i 1 punct
c 1 c a-c+l

2. Fie functiile f:R—>R, f(x)=2x"+x+1si g:R—>R, g(x)=3e"—2x+1. Se cere:

a) Ardtati cd lim f(x)=11(0) = lim g(x)-2(0) -1
x—=0 X x—0 X

b) Calculati lim £(0)-8(x)-£(0) f (x)
x—=0 X

o . ag(x+1)+b-f(x)
c) Determinati numerele a, be R pentru care limita lim

x—0 X

exista si este

egala cu 2.

Solutie:

—£(0 3
a) limM:hm 204X :lim(2x2+1):1 ................................................................ 1 punct

x—0 X x—0 X x—0




—9(0 ¥y ¥ _
im 85 =8(0) . 3¢ ~2x 3:11m(3.6’ 1—2j=1 ................................................... 2 puncte

x—=0 X x—=0 X x—0 X
0)- -g(0 X _
b) tim (©)-8(x)— & ( )f(x)=1im(3.e—1—8x2—6j=—3 .............................................. 2 puncte
x—=0 X x—=0 X
: N+b-
c¢) Dacd a-g(1)+b- f(0)#0, limitelale laterale lirrola glx+)+b-1(x) si
x> X
x<0

a‘g(x+1)+b-f(x)

1)(15)1(} . sunt fie +oo, fie —oo, deci In mod necesar

0

A G(1)HD F0)Z0 oo 1 punct
Dacd a-g(1)+b- f(0)=0, atunci b=—-a-(3e-1) si £i£1(}a g(x+1))c+b-f(x) =—a, din care
rezultd a=-2 si b=6e—2x<0 ......................................................... 1 punct

a a+l a+2
3. Fie matricca A=|b b+1 b+2|,cu a,b,ce R. Se cere:
1 2 c
a) Aratati ca det A=(a—b)(c-3).
b) Demonstrati ca pentru a=3, b=2, c=4, matricea A este inversabila si inversa A" are

toate elementele numere intregi.
¢) Determinati o matrice Ce M,(Z), inversabild si astfel incat sa aiba inversa C™' cu toate

elementele numere naturale.

Solutie:
2) At A= (A =D)(C=3) coeeereireeeee ettt 2 puncte
3 45
b)A=|2 3 4|=>detA=1,deci detA#0, = A inversabild ............cccc.eeerurrreeirereenn.n. 1 punct
1 2 4
4 -6 1
AT S o4 T 2 | ettt 2 puncte
1 2 1
4 -6 1 3 45
c)Alegind C={—4 7 2| = C'=[2 3 4| e 2 puncte
1 2 1 1 2 4

4. O sursa de caldura incilzeste uniform un corp. Experimental, constatdm ca temperatura corpului
este datd de legea T(t)=a-t’+c—~t’+d-t+25, cu a,b,c,d>0, unde numirul >0
reprezintd momentul masurdrii, exprimat in minute, iar numdrul 7'(7) reprezintd temperatura

corpului, exprimata 1n grade Celsius, la fiecare moment ¢ >0 ales. Se stie ca la momentul initial
t =0 temperatura corpului este de 7 grade Celsius iar atunci cand ¢ — oo, temperatura corpului

se apropie infinitezimal de 10 grade Celsius, adicd lim7 (1) =10.

=00

a) Ardtatica c=12.



b) Demonstrati ca lim7 (¢) =+oo-sgn(b—1), unde sgnx=

t—>o0

+1, dacax>0
—1, dacix <0
c) Aratati ca T (1) =1+12—+1* +41+25.

d) Determinati la ce moment ¢ temperatura corpului va fi de 9 grade Celsius.
e) Demonstrati ca, la orice moment ¢ >0, temperatura corpului este strict mai mica de 10 grade

Celsius.
Solutie:
) T(0)=7 & =527 © =12 et 1 punct
b) b>1 = b-1>0 si limT(t)zlim{t-(a-t”‘l+£— 1+£+2—25]:|:oo-oo:oo ................. 1 punct
t—>o0 t—>o0 l’ l‘ l’
b<l = 1-b>0 i 1imT(z)=1im{z.[tli_b+§— 1+%+%j =00+ (1) = =60 oo 1 punct
) o . c [a 25)]
¢)Daca b=1,din im7(r)=10, lim|¢-| a+——,[l+—+= [[=10 = a=1 .ccoccvrrrecnnee. 1 punct
t—>o0 1—>o0 l‘ l‘ l’
t(24-d)+119 -
si atunci T (r) = lim(r+12 -V + d 1+25) =lim (24-d) _2d g,
(e e o 124N +dt+25 2
ECT d =4 ettt et e et e st e ettt e et e et e e e abe e e e beeebbe e nteeeneeeeaneeenae s 1 punct
A) T(1)=9 © 143V H4425 2 128 oo 1 punct

T (1)<10 & 1+2<NE'+41+25 © £ +4t+4<t’ +41+25, adeVArat .c.evecveeceerenennne. 1 punct
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Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. Fie functia f:[0; +o) >R, f(x)=In(I1+x). Se cere:
a) Determinati primitiva F :[0; +o0) - R a functiei f, stiind cd F(0)=0.

e—1
b) Calculati I f(x)dx.
0

c) Daca g :[0; +0) = R este o functie derivabila incat pentru orice x>0 se verifica egalitatea

X

x+jg(t)dt=(x+1)-g(x),aréta‘gi cag=rf.

Solutie:

a) F(x):jln(x+1)dx:j(x+1)'-1n(x+1)dx=(x+1)-1n(x+1)—J.dx:

=(x4+1) In(x41) =X+ C, (V) CER o 2 puncte
FO)=0 = C =0 et 1 punct
b) [ £/(x)dr=F(e=1)= F(0) =1 s 2 puncte

2. Definim pe multimea numerelor reale legea de compozitie xoy=xy+2x+2y. Se cere:

9

a) Arétati ca legea "o ” nu este asociativa.
b) Cercetati daca structura algebricd (RR; o) admite element neutru.
c¢) Gasiti doud numere a, be R\Q astfel incat acbe N.

d) Demonstrati ca pentru orice ne N, n’ on#2016.

Solutie:
a) Spre exemplu, (001)02Z00(102) it 2 puncte

b) Dacd ee R este element neutru, atunci xoe = x pentru orice xe R

S5 X+ 2X+26 =X =5 €(XF2) T =X e 1 punct
si folosind unicitatea elementului neutru sau alegand x=-2 = 0=-2, rezultd ca (R; o) nu are
EIEMENT NEULIUL ..eeiiiiieiitie ettt ettt et et sab e e e b te e st e e s bt e e sabe e e sbbeesbaeenaeeeeas 1 punct

¢) Observind xoy=(x+2)(y+2)—4, se poate alege, spre exemplu, a=~3-2, b=23-2 sicu
aceste numere avem @ ob =323 =4 =2 N ....cooooooooeeeceeeeeeceeeeeeeeeeeeeceeeee e, 2 puncte



d) Fien’ on=2016, ne N= n*+2n’+2n=2016 si considerand
f:N—>N, f(n)=n"+2n’+2n, este strict crescitoare. Dar f(6)<2016, f(7)>2016 =

f(n) #2016 pentru orice ne N

3. In cadrul unui experiment, o sursd de cdldurd incdlzeste un corp astfel incit temperatura
corpului, notata t(x) si masurata in grade Celsius, se modifica la fiecare moment xe [0; +oo)

al masurarii, exprimat in minute, prin functia
x*+x+2, daca xe [0; 3]

1:[0; ) >R, 1(x)=95x—1,  dacixe(3;6)
20, dacd x€ [6; + )
a) Aratati cd functia 7:[0;+e)—>R admite primitive si este integrabild pe orice
[a; b] [0; +0).
1

—a

b) Stiind cd M (a; b) = : I f(x)dx exprimd valoarea medie a unei functii f care este

a

integrabila pe un interval [a; b] c R, calculati temperatura medie inregistratd prin acest

experiment pe intervalul momentelor a =4 si b=8§.
c) Determinati dupa cite minute de la momentul initial x, =0, temperatura medie inregistrata

atinge valoarea de 20 grade Celsius.

Solutie:
a) Singurele posibile puncte de discontinuitate sunt x=3 si x=6 si se constatd ¢ continud si in
aceste puncte, deci admite PIIMILIVE ......eeecierriererieeriiieeeieeeeeesieestteeseeesteesbeeessseessseeesaseesas 1 punct
Fiind continud pe orice interval [a; b] c [0; +00), este i integrabild .........coveeveereriereiriencans 1 punct
b) Conform cu formula de medie, temperatura medie pentru intervalul momentelor a=4 si b=8
8
este M (4;8)= It Jdx=— U x)dx+It(x)de .............................................................. 1 punct
6
lj (x)dx= Si—x 12 1 punct
1) 21T T TIZ p
4
17 1
th(x)d =—29x| =14,5, deci M (4; 8)=26,5 grade CelSiUs ........ccccowveerrmrrrrrurrrmrrrreeerenn 1 punct

X

c) Trebuie determinat x astfel incat M (0; x) =20, adica Ly I t(u)du=20
X 0

xe[0;3] = M(0; x) lj (u? +u+2) du——(—+—+2 j =—+ +2<E<2o
xO
17 1|7 Sx

€(0;6) = M (0; x)=— J.t(u)du:— Jt(u)du+J.t(u)du :7—1<20 ......................... 1 punct
x() X 0 3

xe [6:400) = M (0: x)=lfr(u)du=lﬁz(u)du+fz(u)du}=l(29x—9o)

x() X 0

si ecuatia l(29x —=90) =20 are SOIutia X =10 ...cevovrererieriirriereiereiree e 1 punct
x



4. Fie multimea M ={a’—ab+b"/a, be Z} si numarul complex &= -1.

~1+iV3 .,
— 2=
a) Aritati cd £ +e+1=0 si £ =1

b) Aritati ci, pentru orice a, be Z, se verifici egalitatea a’ —ab+b" = (a+8-b)(a +E-b),

— —1-i\3 . - —1+i3
unde €= — este conjugatul numarului complex € = —

c) Demonstrati egalitatea (1112 —ab, +b] ) : (az2 —ab, + bf) =a’-af+ /5,
unde @ =a,a,—bb,, f=ab,+a,b —-bb, si a, b, a,, b,eZ.

d) Gasiti doud numere «, f e Z astfel incat (20162 —2016-2015%—20152)2 =a’-a-f+p.

Solutie:

2) JUStFICA €7 —£+1=0 Si £ =1 oo 1 punct
b) (a+8‘b)(a+2-b):a2+(8+Z‘)-ab+(8-2‘)-b2 =a*—ab+b’ 2 puncte
c) Se demonstreaza implicatia x, ye M = x-ye M

x=a —ab, +b] =(a1+8-b1)(a1+5-b1), y=a; —a,b, +b; :(a2+8-b2)(a2+2'-b2) .......... 1 punct
= xy=(a,+&b)(a,+&b,)(a,+5) (A +EDy) = oo 1 punct
=(a+e-p)-(a+e-p)=a’~a-f+f°,cu a=aa,-bb,, B=ab,+a,b,—bb, ... 1 punct

d) Folosim punctul ¢) pentru a, =a, =2016, b, =b, =2015si obtinem a =4031, §=2015-2017
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Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A IX-A

1. Dorin are o gradina care trebuie sdpati. El 1i tocmeste pe Ion si pe Vasile, doi muncitori la fel de
harnici. Ion munceste 9 ore, iar Vasile 15 ore. Pentru munca sa, Vasile primeste cu 90 lei mai
mult decat lon.

a) Ce suma primeste fiecare dintre cei doi muncitori?
b) Suprafata sdpata de Ion Tn 9 ore are forma unui patrat cu latura de 9 metri. De cat timp are
nevoie lon pentru a sdpa o suprafatd avind forma unui patrat cu latura de 3 metri?

2. Pe latura CD a dreptunghiului ABCD se considerd punctele P si Q astfel ncat
DP = PQ = QC . Definim punctele R si S prin 2AR=3AP, respectiv AS=AB+AR.
a) Demonstrati ca punctele A, C si S sunt coliniare.
b) Aratati cd Q este centrul de greutate al triunghiului ARS.

3. Se considerd numerele reale a, b si c astfel incat a<b<c, a+b+c=15si a*+b* +c* =1.
. 2
a) Demonstrati cd be {0,5} .

b) Gasiti trei numere reale, distincte doua cate doud, avind proprietdtile din enunt.

4. Pentru fiecare numdr natural m, se considerd multimea A = {x e ZlI |2x - 1| + |3x - 1| = m} .
a) Determinati A, .
b) Demonstrati ¢, oricare ar fi numarul natural m, multimea A are cel mult un element.

c) Daca n este un numdr Intreg oarecare, aratafi cd existd un numdr natural m pentru care
neaA,.

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notatd cu punctaje de la 0 la 7.
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Profil real, specializarea stiintele naturii
CLASA A X-A

1. a) Demonstrati ca (2972 +41)-(29v2 -41) =1
b) Caleulati (1++2) :(1++2) si (1++2)

c) Determinati ne N', n > 2 pentru care are loc egalitatea d 29V2 +41- d 20\2-41=2.

2. Rezolvati in R ecuatia log, (x2 + 4) —log,x=4x—x"-2 .

7—4i
Reprezentati geometric multimea M. (unde z=x+ yi, P - planul complex)

3. Determinati multimea M = {(x y)e Pl Re( a2 J = 0}.

4. La un turneu de fotbal in sald participa 15 echipe, fiecare jucand o singurd data cu fiecare dintre
celelalte echipe. Pentru victorie se acorda echipei castigitoare 3 puncte, pentru meci egal cite 2
puncte pentru fiecare echip, iar pentru infrangere 1 punct. In clasamentul intocmit la sfarsitul
turneului nu exista echipe cu acelasi numar de puncte, iar echipa clasatd pe ultimul loc are 21
puncte.

a) Care este numarul de meciuri disputate in cadrul turneului ?
b) Care este numarul total de puncte acordate la toate meciurile ?
c) Sa se demonstreze ca prima clasata a facut cel putin un meci egal.

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notatd cu punctaje de la 0 la 7.
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Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A XI-A

1. in fiecare din cele 9 cisute ale unei table de latura 3 este scrisi cifra 0. 4 9 6
Se alege un patrat de latura 2 si se mareste numarul scris in fiecare din
cele 4 casute cu o unitate.

Folosind repetat acest procedeu putem obtine configuratia alaturata ? 6 | 12 1 8
(Suma tuturor numerelor din configuratie nu este multiplu de 4).

. . -1 -1
2. Fie matricele A=
2 2

dacd si numai dacd a #—1 si calculati X' (1)- X (2)- X" (3)- X (4)-...- X' (2013)- X (2014)-

J si X(a)=1,+aA;ae R. Demonstrati cd X(a) este inversabild

3. Fie A, B, C puncte necoliniare in plan avand coordonate intregi.

< .. . - 1
Sa se arate cd aria AABC este mai mare sau egala cu 5

4. a) Precizati dacd urmitoarele afirmatii sunt adeviarate sau false:
. . sinx .. sin(x+7 e
1) Iim——=1; 1) hmg =1. Justificare.
X— x—0 X+

=2016" .

b) Sa se calculeze raportul a stiind ca lim tg(ax) —s%n(ax)
b 0 tg(bx)—sin(bx)

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notatd cu punctaje de la 0 la 7.
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Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A XII-A

280 2
1. Se considerd multimea G={A(k)=| 0 0 O |,keZ
280 2

a) Sa se arate ca pentru orice m,n intregi, are loc: A(m)-A(n)=A(m+n+1)

(TR

b) Sa se demonstreze ca (G,-) este un grup abelian, unde “” reprezintd inmultirea matricelor;

c) Daca multimea H ;t{A(—l)} este un subgrup al grupului (G,), sa se demonstreze cd H are

cel putin 2016 elemente.

2. Consideram functiile f:R >R , f(x)=x+e"si F:R->R, F(x)=[f(t)dr .
0

a) Arétati ca functia F este bijectiva;

2
3

b) Calculati [ F(x)dx .
0

3. Pe multimea numerelor reale R, definim legea de compozitie x#*y=xy+5x+5y+20. Se
admite faptul cd G =(—5,0) Impreuna cu legea de compozitie "*" are o structura algebrica de
grup.

a) Sa se arate ca grupurile (G,*) si (R+,) sunt izomorfe;
b) Sa se calculeze -2016 * (-2015) *... *(-1)*0*1* ... * 2015 *2016;
c) Se considera multimea H = {a2 —5,a€ Q} . Sa se arate ca (H,*) este un subgrup al grupului

(G,™).
. - . sin(nx)
4. Pentru orice n numir natural nenul, se considerd numerele I = I de, Vxe (0,7[) .
sin(x
< . 2sin(n+1)x .
a) Sa se demonstreze ca I,,, =1, +(—1),Vn eN ;
n+

0

b) Sa se determine functia f:(0,7) > R, stiindcd  f (x)-sinx=sin5x si f (%j

Nota. Timp de lucru: 4 ore. Fiecare problema este notatd cu punctaje de la 0 la 7.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Dorin are o gridina care trebuie sipata. El ii tocmeste pe Ion si pe Vasile, doi muncitori la fel de
harnici. Ion munceste 9 ore, iar Vasile 15 ore. Pentru munca sa, Vasile primeste cu 90 lei mai
mult decat lon.

a) Ce suma primeste fiecare dintre cei doi muncitori?
b) Suprafata sdpata de Ion Tn 9 ore are forma unui patrat cu latura de 9 metri. De cat timp are
nevoie lon pentru a sdpa o suprafatd avind forma unui patrat cu latura de 3 metri?

Solutie.

Vasile munceste cu 6 ore in plus fatd de Ion, prin urmare retributia pentru o ora de munca este de
LR e s 1 1< EO TP PP 2 puncte
Ion primeste 9-15=1351ei, iar Vasile primeste 15-15=2251€1. .c.ccccceverveererienencecrcnienene 2 puncte
Un patrat cu latura de 3 m are aria de noua ori mai micad decit cea a unui patrat cu latura de 9 m.
Timpul necesar va fi de noud ori mai mic, deci Ion are nevoie de 1 ord ...........cccceveennnens 3 puncte

2. Pe latura CD a dreptunghiului ABCD se considerd punctele P si Q astfel incat
DP = PQ = QC . Definim punctele R si S prin 2AR =3AP, respectiv AS=AB+AR.

a) Demonstrati cd punctele A, C si S sunt coliniare.
b) Aratati cd Q este centrul de greutate al triunghiului ARS.

Solutie.
— = — — 33— — 33— 1 —) — 3—= 11— 3/ — —\ 33—
a) AS=AB+AR=AB+—AP=AB+—| AD+-DC :AB+—AD+—AB:—(AB+AD):—AC,
2 2 3 2 2 2 2
prin urmare punctele A, C $i.S SUNt COINIATE. .....cocuerviiriiiniiiiiiieeie ettt 4 puncte

b) Dacd M este mijlocul lui RS, ar trebui sa dovedim ca @ :%W :%(ﬁ{+ﬁ) Insd Q este

mijlocul lui PC, prin urmare A—Q = %(E) + R‘) = % %(ﬁ? + TS) , de unde concluzia problemei



3. Se considerd numerele reale a, b si c astfel incit a<b<c, a+b+c=1si a*+b* +c* =1.
. 2
a) Demonstrati cd be {0,5} .

b) Gasiti trei numere reale, distincte doua cate doud, avind proprietdtile din enunt.

Solutie.
a) Daca, prin absurd, b <0, vom avea si a <0. Rezultd cd ¢c=1-a—b>1, prin urmare a’+b* +
+C7 > 0+0+1=1, CONTAAICHE. ..ovveverevreieieeeeeeei ettt 2 puncte

Daci, prin absurd, b > % vom avea si ¢ > % Rezulti cd a=1-b-c< —%, prin urmare a’+b> +
+c* > 1 +i +i =1, CONTAAICHE. woveeriierieeiecieeer et s s e 2 puncte
9 9 9

; rezolvand prin metoda

O | o

b) Consideram, de exemplu, b :%. Obtinem ca a+c :g si a’+ct =

-3 1443

substitutiei acest sistem, obtinem pentru a si ¢ valorile a = 3 c= 3 3 puncte

4. Pentru fiecare numar natural m, se considerd multimea A, = {xe 7\ |2x—1| +|3x—1| = m} .
a) Determinati A, .
b) Demonstrati ca, oricare ar fi numarul natural m, multimea A, are cel mult un element.

¢) Daca n este un numdr Intreg oarecare, aratafi cd existd un numdr natural m pentru care
neA,.

Solutie.
Q) AY T bttt b ettt 2 puncte

b) Dacd x<0, ecuatia ale cdrei solutii constituie multimea A, devine 5x=2-m. Cum xe Z,
solutia corespunzatoare este convenabila daca si numai dacd m=5n+2,ne N, cazin care —ne A .
Daca x 21, ecuatia ale carei solutii constituie multimea A devine Sx=2+m. Cum xe Z, solutia
corespunzatoare este convenabild daca si numai dacd m=5n+3,ne N, cazincare n+le A .

................................................................................................................................................. 3 puncte
Intrucat un numir nu poate da simultan restul 2 si restul 3 la impartirea prin 5, rezulti ci A, este fie

vida, fie contine exact Un €leMENL. ......cc.cccoviiiiiriiiiiiii ettt 1 punct
c) Am observat ca —ne A, si n+le A, ,, oricare ar fi numarul natural n, de unde cerinta

[0 10] (S5 14 1<3 ST 1 punct
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. a) Demonstrati ca (29\/5_,_41)_(29\/5_41):1
b) Calculati (1+ﬁ)2;(1+ﬁ)3 si (1+\/§)5

c) Determinati ne N', n > 2 pentru care are loc egalitatea Q/ 20\2 +41- Q/ 202 -41=2.

Solutie.
2) (2972 +41) (2032 =41) = 16821681 =1 oot 1 punct

b) (14v2) =3+2V2: (14+2) =7+5V2; (14V2) 241420V o 2 puncte
¢) Notim 420V2 +41 =a,a>0 = 42982 =41 =L o] 1 punct

a

Ecuatia devine a . 2=a’-2a—-1=0, cu solutiile a,,=1% V2
a

CUM @3 020 @=1HV2 oot s e s e s e s e 1 punct

2082 +41 =142 2 202 +41 = (14V2) S ot 1 punct
(1+\/5)5:(1+\/§)n:>n:5 ................................................................................................. 1 punct

2. Rezolvati in R ecuatia log, (x2 +4) —log,x=4x-x"-2 .

Solutie.
Conditiile de exXiStenta, X > 0 ..cooiiiiiiiieiie ettt ettt 1 punct

X’ +4 X’ +4

4x
x +4

Observim ci (x—2)" >0, Vx>0, iar <L,VxeR= log2i <log,1= logzi <0.
x +4 x +4

2

Egalitatea (1) nu poate avea loc decat daca ambii membri sunt nuli:
4x

2

=1si (x=2)=0=>x=2
x“+4 Sl(x ) *




3. Determinati multimea M = {(x, y)e Pl Re( < _j_ j = O}.
z—4i

Reprezentati geometric multimea M. (unde z=x+ yi, P - planul complex)

Solutie.

172 _ AT xm2hly A=ty -ily=4)(x=2) 2 puncte
z—4i x+iy—-4i x+i(y-4) CH+(y-4)
:Re(zz:jijzoﬁx(x—2)+y(y—4):0<:>x2—2x+y2—4y:0 .................................. 2 puncte
S (X7 22X H1)H( )7 m4YHA) S5 e 1 punct
(x—1)2+(y—2)2=5:>M:{(x,y)e’PI(x—l)2+(y—2)2:5}. ......................................... 1 punct

Imaginea geometricd a elementelor multimii M este cercul de centru C(1,2) si raza

r=5.

4. La un turneu de fotbal in sald participa 15 echipe, fiecare jucand o singurd data cu fiecare dintre
celelalte echipe. Pentru victorie se acorda echipei castigatoare 3 puncte, pentru meci egal cate 2
puncte pentru fiecare echipa, iar pentru infrangere 1 punct. in clasamentul intocmit la sfarsitul
turneului nu existd echipe cu acelasi numar de puncte, iar echipa clasata pe ultimul loc are 21
puncte.

a) Care este numarul de meciuri disputate in cadrul turneului ?
b) Care este numadrul total de puncte acordate la toate meciurile ?
c) Sa se demonstreze ca prima clasata a facut cel putin un meci egal.

Solutie.

. D oo o o , 15-14
a) Fiecare echipd a disputat 14 meciuri. Numarul de meciuri disputate a fost C5 = > =105
................................................................................................................................................... 1 punct
b) Cum la fiecare meci s-au acordat exact 4 puncte, deducem ca numarul total de puncte acordate a
FOSE 1054 =420 ettt ettt et et e bttt e b e sb e sate et e e st st e tees 1 punct

¢) Cum ultima clasatd are 21 puncte, iar in clasament nu sunt echipe cu acelasi numar de puncte,
rezultd cd numarul total de puncte este cel putin 21+ (21+1)+(21+2)+(2143)+...+(21+14) =

154 0 e 2 puncte
Din acest rationament deducem ca echipele au punctajele: 21, 22, 23, ...,35 ....occiiiieieenen. 1 punct
Presupunem ca echipa situatd pe primul loc nu a facut nici un meci egal si notdm cu x numarul
victoriilor §i cu y numarul Tnfrangerilor .........cooiiiiieiieiiee e 1 punct

21

x=—¢N

. x+y=14 2
Obtinem: D e e 1 punct

3x+y=35 y 7

=—¢N
2



CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR . A~
CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 19 martie 2016 SV AN AN AN USTRIAL
Profil real, specializarea stiintele naturii
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XI-A
1. in fiecare din cele 9 casute ale unei table de latura 3 este scrisa cifra 0. 4 9 6

Se alege un patrat de laturd 2 si se mareste numarul scris in fiecare din
cele 4 cdsute cu o unitate.

Folosind repetat acest procedeu putem obtine configuratia alaturata ? 6 |12 3
(Suma tuturor numerelor din configuratie nu este multiplu de 4).

Solutie.

La fiecare alegere a unui patrat 2 X 2 se madreste suma numerelor cu 4, asadar suma tuturor
numerelor trebuie s8 fie MUItPIU de 4 .......oocviiiiiiiie e 4 puncte
In tabla data suma numerelor nu este multiplu de 4, deci nu se poate ajunge la configuratia ceruta
.................................................................................................................................................. 3puncte

-1 -1
2. Fie matricele A:( ) J si X(a)=1,+aA;ae R. Demonstrati cd X(a) este inversabild

dacd si numai dacd a #—1 si calculati X' (1)- X (2)- X' (3)- X (4)-...- X' (2013)- X (2014)-
(Meda Bujor, Supliment Gazeta Matematica — septembrie 2015)

Solutie.
l-a -a
det X (a)= ST @ e 2 puncte
2a 1+2a
X(a) este inversabild < det X (@) £ 06> @ 7 =1 o, 1 punct
X"l(a):X(—Lj,‘v’ae RA T} e 1 punct
I+a
X"l(n)-X(n+1):X(Lj;‘v’ne N et 1 punct
n+1
X(al)-X(az)-X(a3)‘...-X(an)—X((1+a1)(1+a2) (1+a,) 1),‘v’a1,a1, ,a,€R ... 1 punct
FINALIZATE ....oooiiiiieiieeiee ettt ettt s e et e sttt e sabe e ssbbe e ntaesnseeesabeessaeasnseesnnneesnneens 1 punct

3. Fie A, B, C puncte necoliniare in plan avand coordonate intregi.
< o : - 1
Sa se arate ca aria AABC este mai mare sau egala cu 5

Solutie.



Aria AABC :%I Xg Vg Ll 3 puncte
Xy 1
x, vy, 1
X, Vs 1IN ettt 2 puncte
x, y. 1
Aria AABC > % ..................................................................................................................... 2 puncte

4. a) Precizati dacd urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate sau false:

i I +7
[T P L LGt Y Justificare.
Xy x—0 X+
< a .. . . tg(ax)—sin(ax) X
b) Sa se calculeze raportul — stiind ca lim - =2016" .
b 0 tg(bx)—sin(bx)

Solutie.

i sin(x+7
a) lim 2% = si lirr(}M =0. Asadar ambele afirmatii sunt false ............cc.ccoecuenee. 4 puncte

X0 X =0 x4+

. tg(ax)-sin(ax) (aY’
b) lim - = (—j .............................................................................................. 2 puncte
=0 tg(bx)—sin(bx) b

Finalizare %: 2010 ettt ettt et et e et e et e e e eeeheeenteebe e seens 1 punct



CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSP%%%%I;%XELI E;OLAR 19 martie 2016 CONSTRUCTII DE MASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

28 0 2
1. Se considerd multimea G={A(k)=| 0 0 O |,keZ
28 0 2

a) Sa se arate ca pentru orice m,n Intregi, are loc: A(m)-A(n)=A(m+n+1)

@,

b) Sa se demonstreze ca (G,-) este un grup abelian, unde “” reprezintd inmultirea matricelor;

c) Daca multimea H ;t{A(—l)} este un subgrup al grupului (G,-), sa se demonstreze cd H are
cel putin 2016 elemente.

Solutie.
2m+n+1 0 2m+n+l

a) A(M)-A(R)=| 0 0 0 | e 1 punct
2m+n+l 0 2m+n+1

D) EIement NEULIU A(=1) et e e e e e e e e e e e e e e e e e nanrees 1 punct
Verificarea celorlalte aXiOme ...........oooveiiiiiiuiiei ettt ee et e et eee et eeeeeaaeeeeeeaaes 1 punct
c) Daca H #{A(-1)} este un subgrup atunci exista A(k) in H cu k € Z—{—1} de unde rezulta
(A(k))" este in H, pentru orice n numar natural NENUL  ........ccccovvevirieirieirieeereiee e 1 punct
(A(K))" = A(TK F771) oottt sttt e e e e v e e sate e e s tbe e st b e e sraesrtsaestbeeessbeeansaeenrens 1 punct
Xp =1k 4+ 1 - 1 €Ste UN SIT SIICE CTESCALOT ..vveiivrierereeeireesreeestreesteeesreessreeseseeasssessseeesssesssseeans 1 punct
H are cel putin 2016 €IeMENLE ........couieiuieiiieieeieee ettt st e e e 1 punct

2. Consideram functiile f:R—>R , f(x)=x"+¢"si F:R>R, F(x):jf(t)dt .
0

a) Ardtati ca functia F este bijectiva;

e—=

2
3

b) Calculati [ P (x)ax .
0

Solutie.
a) F bijectiva <> F injectiva $1 F SULJECLIVA ...eevueiriieiieiieeieeteette ettt e 1 punct



F(x) = f(x)=x*+¢">0,Vxe R — F strict crescitoare, deci F injectivi ....................c..... 1 punct

F continud, deci F are proprietatea lui Darboux; limF (x)=co;lim F(x)=—co, deci F este

X—y—o0

SUIJECTIVA .eeeuviiieiiieritieestteertee st eestteestteeeuteesnaeeeseseesssaeesnseesasaeesnseesssseesnsaeannseesnseeesnseesnsseannsaesnnns 1 punct
b) Facem substitutia x = F(t), de unde dx = f()dt; x;=0deci t;=0six, = e—% decinh,=1

................................................................................................................................................. 2 puncte

j Fl(x)dx=jtf(t)dt=% .................................................................................................. 2 puncte

3. Pe multimea numerelor reale R, definim legea de compozitie x#*y=xy+5x+5y+20. Se
admite faptul cd G =(—5,0) Impreuna cu legea de compozitie "*" are o structura algebrica de
grup.

a) Si se arate ca grupurile (G.*) si (R},") sunt izomorfe;

b) Sa se calculeze -2016 * (-2015) *... *(-1)*0*1* ... * 2015 *2016;

c¢) Se considerd multimea H = {a2 -5,a€ @} . Sa se arate cd (H,*) este un subgrup al grupului
(G, ).

Solutie.

Q) flX) =X 45, F1(-5,00)7(0,00) tnurireiiieeiieeiiteette ettt ettt e e sabe e st e snreesnaeens 2 puncte
b) —5€ R element absorbant, de unde -2016 * (-2015) *... *(-1)*0*1* ... ¥2015*2016 = -5
................................................................................................................................................ 2 puncte
c)x*y= (ab)z— =T = U USROS 2 puncte
X € H e 1 punct

) . cr sin(nx)
4. Pentru orice n numir natural nenul, se considerd numerele I = I de, Vxe (0,7[) .
sin(x
a) Sa se demonstreze ca I,,, =1, +M,Vne N

n+l1

b) Sa se determine functia f:(0,7) >R, stiindcd  f (x)-sinx=sin5x si f [%j =0

Solutie.
i —si i +1
&) 1,-1,= sin(n+2)x—sinx, _, [Jcos(n+1xdx = pSin(ntl)x o
sin x n+l
................................................................................................................................................. 3 puncte
sin 5x
b) f (x)=— f(x)=1
sin x
................................................................................................................................................... 1 punct
=1+ 2sin4x yn 2sin2x + 2sin4x — rtsin2xd sin4x c
) 4 2 4
................................................................................................................................................. 2 puncte
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ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR L2
JUDETEAN IASI 19 martie 2016 . ﬁgﬁi&‘ﬁgl{l{r‘ﬁg‘&%ﬁAL
Profil Tehnic
CLASA A IX-A

1. Se considera functia f: R —>R,f(x)=(a2—a+l)x+1,unde acR.

a) Demonstrati ca a*—a+1>0,Vae R
S)-fy)
x=y
c) Comparati numerele f (\/5 +3 ) sif («/5 + 2) .

b) Demonstrati ca >0, Vx,ye R,x#y.

2. Fie patratul ABCD de latura 4 , in care AC(1BD ={O}si M este mijlocul segmentului [BO] .

Consideram punctul N astfel incat CN=DO.

a) Demonstrati ca AB+AD+DO=2-AM .

b) Determinati lungimea vectorului AB+AD+ DO, utilizand eventual formula
2 (b2 +c ) -a’

—

c) Demonstrati cd punctele A,M,N sunt puncte coliniare.

medianeim’ =

3. Fie (a, )”21 o progresie aritmeticd curatia a, #0.
. a,-n(n+1)
a) Demonstrati ca a, +a, +...+a, E— Vnz1.
e . a, 1 1
b) Verificati relatia ——————=2| —— ,Vn2=1.
a+a,+..+a, n n+l
.o a a a 2n
c¢) Demonstrati ca § =——+ ! +..+ ! = , Vn2>1.
a+a, a +a,+a, a+a,+..+a, n+l

4. a) Demonstrati cd 14+3+5+...+(2n—1)=n",Vn2>1

b) La un stadion cu capacitatea de 10000 de locuri vin spectatorii. In primul minut vine 1
spectator, in al doilea minut vin 3 spectatori, in al treilea minut vin 5 spectatori , etc. Dupa cate
minute stadionul se va umple ?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil Tehnic
CLASA A X-A

1. Rezolvati in multimea R ecuatiile :
1 1

a) 3*—3=2.3" |
b) log, x-log, . 9=1.

2. Fie ze C un numir complex astfel incat z° +2z+4=0.
a) Demonstrati cd 7z’ este numdr real.
b) Calculaﬁ Z2016 +2 Z2015 +22 . Z2014 +2'§ . Z2013 +.“+22015 . Z+22016 .

3. Trei elevi au intrat intr-un magazin pentru a cumpira cite ceva. Primul elev a cumparat 4
sandviciuri, o cand de ceai si 10 gogosi, platind in total 16,90 lei. Al doilea elev a cumparat 3
sandviciuri, o cana de ceai §i 7 gogosi, platind 12,60 lei. Cat va plati al treilea elev pentru un
sandvici, o cand de ceai si 0 gogoasa ?

4. In toate patritelele 1x1ale unei table de dimensiuni 3x4 sunt scrise numere astfel incit numerele
din fiecare linie si fiecare coloana formeaza cate o progresie aritmetica. Stiind ca suma celor patru
numere din colturile tablei este 672, sa se determine suma numerelor de pe tabla.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil Tehnic
CLASA A XI-A

1
1. Fie Az( 1

0

1] si functia f:R — R, f(x) =det (A AT —x 1, ), unde A’ - reprezintd transpusa
matricei A.

a) Demonstrati ca f(0)=0.

b) Gasiti a,b,ce R dacd f(x)=a-x*+b-x+c.

[f(—n)+f(—n+1)+...+f(n—1)+f(n)—2n—1j

c¢) Calculati lim

n—o0 3

n

2. O matrice de ordinul al doilea, avand elementele din multimea {O, 1, 2} , se numeste echilibrata

daca oricare doua elemente aflate pe aceeasi linie si aceeasi coloand sunt numere consecutive.

2 1
De exemplu A = (1 2} este matrice echilibrata.

a) Justificati cd matricea I, este matrice echilibrata.

b) Cate matrice echilibrate se pot construi ?
c) Justificati ca transpusa oricarei matrice echilibrate este tot o matrice echilibrata.

(x) = mx® +nx+p

3. a) Fie f:D—>R, f ,m,n,p,ge R,DcCR.

xX+q
Sa se determine m,n, p,q € Rastfel incat graficul functiei f sa admita asimptotele x =2 si
y=3x—1,iar A(1,3) sa fie punct al graficului.
b) Considerdam f :R — R, cu proprietatea cd | f(x)—sin’ 2x| < x*, oricare ar fi xe R.

/()

3

Calculati lim
x/0 x

. . 0 1) . 0 1
4. Se considera matricele A = si B= .
-1 0 -1 -1

a) Demonstrati cd A* =B’.
b) Determinati matricea X € M, (R ) astfel incat si avem AX +XB=1,.

0 1
¢) Verificati egalitatea AB+C+1,=0,,unde C = (0 Oj si apoi demonstrati ca

(AB)" #1,, (V)n21

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil Tehnic

1.

CLASA A XII-A

Fie (G,-) un grup multiplicativ cu elementul neutru e. Demonstrati ca :
a) (a'ba)’ =a'b’a ,oricarearfi a,beG.

b) Daci a,be G astfel incit a*ba’ =e si a ba” =b’, atunci a=b=e.

Fie f:R >R, f(x)=e"(cos’x+2016)+1. Se cere:

a) Aritati cd f(x)— f'(x)=e"sin2x+1, xeR.
sin2x+e”*

e +cos k42016

b) Calculati I = j

, . 5 3 L0y . .
Fie matricele X = , 1, = din M,(R) si
5 3 0 1

multimea G = {M(r) IM(r)=1,+rX,re R\{—é}}

a) Calculati X7, X°.

b) Aratatica M (r)-M (s)e G, pentru orice M (r),M (s)e G.
c) Arétati ca (G,-) este grup comutativ.

d) Rezolvati ecuatia (M (r))’ =1, +13X , unde M (r)e G.

Se considerd integrala nedefinita / (x,n):J. ) (2):;; 3T dx,
x(x+1)-(x (x n

unde x€ (0,+00)sine N.
a) Calculati /(x,0).
b) Calculati 7(x,1).

¢) Calculati I (x,n), pentru n>2.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Se considera functia f:R —>R,f()c)=(a2 —a+1)x+1,unde acR.

a) Demonstrati ca a*—a+1>0,Vae R
fx)-fy)
X=y
¢) Comparati numerele f (\/5 +3 ) sif (\/5 + 2) .

b) Demonstrati ca >0, Vx,ye R,x#y.

Solutie:
o, 1 3
a) Obtine a” —a+1= a—E +Z>O, VA€ R oo, 2 puncte
b) Obtine M=a2—a+l>0, VAE TR i, 3 puncte
X=Yy
¢) Pentru x:2+\/§,y=\/§+\/§ va rezulta M>O sicum x—y>0
X—y
VOM ObENE f(X) > FI)  coeertiiieneente ettt sttt 2 puncte

2. Fie patratul ABCD de latura 4, in care AC(1BD ={0}si M este mijlocul segmentului [BO].

Consideram punctul N astfel incat CN=DO.

a) Demonstrati ca AB+AD+DO=2-AM .

b) Determinati lungimea vectorului AB+AD+ DO, utilizand eventual formula
2 (b2 +c’ ) -a’

—

c) Demonstrati ca punctele A,M,N sunt puncte coliniare.

medianeim’ =

Solutie:
a) AB+AD+DO =AB+AO =2 AM oo eeees e eese s eese 2 puncte
D) | AB+AD + DO 2AM 122310 oo s eeseee 2 puncte
c) Obtine AN =AC+CN=AB+AD+CN =2-AM ,deci A,M,N - coliniare ................... 3 puncte
3. Fie (a, )m o0 progresie aritmetica curatia a, #0.
. a,-n(n+1)
a) Demonstrati ca a, +a, +...+a, =——=, Vn21.

2



1 1
b) Verificati relatia S — 2(— - j ,Vn>1.

a+a,+..+a, “\n on+l
c¢) Demonstrati ca S = 44 4 +...+ 4 = 2n , Vn2>1.

a+a, a +a,+a, a+a,+..+a, n+l

Solutie:
+na,)- n(n+l
a) Obtine a, +a, +...+a, :(al l;al) ! n(2n ),Vn21 ............................................. 2 puncte
b) Obtine 4 __ 2 =2[l— ! J ............................................................ 2 puncte
a+a,+..+a, nn+l) n n+l
c) Obtine S =2 11 +2 1.1 +...4+2 LR = 2 e 3 puncte
1 2 2 3 n n+l) n+l

4. a) Demonstrati cd 1+3+5+...+(2n—1)=n",Vn>1

b) La un stadion cu capacitatea de 10000 de locuri vin spectatorii. In primul minut vine 1
spectator, 1n al doilea minut vin 3 spectatori, 1n al treilea minut vin 5 spectatori , etc. Dupd céte
minute stadionul se va umple ?

Solutie:
a) Observa casirul 1,3,5,...,2n—1 sunt primii n termeni ai unei progresii aritmetice, deci
n(1+2n-1)
1+3+5+...+(2n—1):#=n SV 2T e 3 puncte
sau 1+3+5+..+(2n=1) =D (2k=1)=2D k=D 1=1" oo, 3 puncte
k=1 k=1 k=1
b) Numadrul spectatorilor veniti in primele n minute va fi
n(1+2n—1) ) . ) )
14+3+5+...+(2n-1)=——==n?, deci n> =10000, adicd 7 =100Min ......cocrvun..... 4 puncte
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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA A X-A
1. Rezolvati in multimea R ecuatiile :
1 1

a) 3* =3=2.3> |

b) log, x-log . 9=1.
Solutie:

1

a) Notim 3% =a §iobtinem a° —2a—3=0 ....cccocerriieerireeeeeeereeeeeeeeeee e 1 punct
Rezolvand se obtine a =—1sau a =3.Convine numai a =3, decix :% ............................. 2 puncte
b) Din conditiile de existenta deducem ca x>0.
Folosind proprietitile logaritmilor se obtine log, x* =log, (XFH6) oo 2 puncte
Rezolvand se obtine cad x=3 sau x=-2 si convine numai x=3 .......cccccceieirrirrieereeneenn. 2 puncte

2. Fie ze C un numir complex astfel incat z° +2z+4=0.
a) Demonstrati cd 7z’ este numdr real.
b) Calculati Z2016 + 2 X Z2015 + 22 X Z2014 + 23 X Z2013 +. .+ 22015 7+ 22016 .

Solutie:

a) Observim cd z #2, deci 22 +2z+4=0& (z—Z)(z2 +21+4) =07 =8 s 4 puncte
sau

Rezolvand ecuatia z° +27+4 =0, OBtNEM 2,2, wcevrrerrerrrererrireereiseeeeseesssese e s 2 puncte
Prin ridicare la cub deducem , in fieCare Caz, C& 22 =8 wouveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo e 2 puncte

b) Grupand termenii céte trei si folosind 72 +2z+4=0, se deduce ci
(22016 +2. Z2015 +02. Z2014) +(23 . Z2013 +24 '22012 +25 'ZMI) +

o (27 2 22 2 2 ) 4 2P 2 DM e 3 puncte

3. Trei elevi au intrat intr-un magazin pentru a cumpdra cite ceva. Primul elev a cumpdrat 4
sandviciuri, o cand de ceai si 10 gogosi, plitind in total 16,90 lei. Al doilea elev a cumparat 3
sandviciuri, o cand de ceai si 7 gogosi, platind 12,60 lei. Cat va plati al treilea elev pentru un
sandvici, o cand de ceai si 0 gogoasa ?

Solutie:
Fie s - pretul unui sandvici, ¢ —pretul unei cesti de ceai si g -pretul unei gogosi .........ccevueeeee 1 punct



) 4s+c+10g =16,9
Din enunt avem :

) 3s+c+7g=12,6

8s+2c+20g =33,8

9s+3c+21g =37,8
Scazand ecuatiile ObtINEM S+ C4 8 =4 i 1 punct
Asadar suma platitd de cel de-al treilea elev este de 4 lei

Inmultind prima ecuatie cu 2 si pe a doua cu 3 ob‘ginem{

4. In toate patritelele 1x1ale unei table de dimensiuni 3x4 sunt scrise numere astfel incat
numerele din fiecare linie §i fiecare coloana formeaza céite o progresie aritmeticd. Stiind ca
suma celor patru numere din colturile tablei este 672, sd se determine suma numerelor de pe
tabla.

Solutie:
q 4, a4 4

Fie | b, b, b, b, |, numerele scrise pe tabld .........cccccovivieriirieieerieiereireee e 1 punct
¢ ¢ ¢ ¢

a+a,+a,+a,=2(a +a,)

AVEM { B4 b, 45, +D, =2(B4D,) et 2 puncte
¢ +c,+e,+c¢, =2(c +¢,)
Suma tuturor numerelor de pe tabld este S =2(a, +b, +¢,+a, +b, +¢,) wovvorrrrerinirinienn. 2 puncte

(al+C1)'3+(a4+C4)'3
2 2

Pe de altd parte 522[ }:3(a1+cl+a4+c4):2016 ...................... 2 puncte
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INSPECTORATUL SCOLAR ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
1 CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 19 martie 2016 ST M ANAGEMENT INDUSTRIAL
Profil tehnic
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XI-A
. 1 0) . . r r .
1. Fie A= {1 sifunctia f:R >R, f(x)= det(A-A —x-Iz), unde A" - reprezinta transpusa
matricei A.

a) Demonstrati ca f(0)>0.
b) Gasiti a,b,ce R dacd f(x)=a-x*+b-x+c.
(f(—n)+f(—n+1)+...+f(n—l)+f(n)—2n—1j

¢) Calculati lim 5

n—o0 n
Solutie:
a) f(0)=det(A-A")=det(A)-det(A")= [det(A)]2 >0, sau calcul direct .....ovevevereeveeeeeeenn. 2 puncte
b) Obtine f(x)=x"=3x+1,deci @ =C=1,0=-3 oesioerrrerereeereeereeee e 3 puncte
+1)(2n+1
¢) Obtine f(—n)+...+f(n)—2n—1:2(12+22+...+n2)=n(n )3( ) N | punct
Finalizare : ii_r)g(f(_n) ai f(—n+l)+...—’:3f(n—l)+ fm) —2n—lj :§ .................................. 1 punct

2. O matrice de ordinul al doilea, avind elementele din multimea {0, 1, 2} , se numeste echilibratd

daca oricare doud elemente aflate pe aceeasi linie si aceeasi coloand sunt numere consecutive.

2 1
De exemplu A= (1 ZJ este matrice echilibrata.

a) Justificati cd matricea I, este matrice echilibrata.

b) Cate matrice echilibrate se pot construi ?
c) Justificati ca transpusa oricarei matrice echilibrate este tot o matrice echilibrata.

1 0) . . : . : o
a) I, = (0 lj si constatdm ca este formata cu elemente din multimea specificata si pe orice linie

si orice coloana sunt numere consecutive, deci este matrice echilibratd ............................. 2 puncte
b) Daca a,, =0 , atunci a,, = a,, =1 iar a,, poate fi ales Tn doud moduri , deci exista 2 matrice de
11 12 21 22

acest tip. La fel dacd a,, =2 vor exista doud matrice de acest tip ........cccceevvvvriiiiiiininnnnns 1 punct



Daca a,, =1, atunci a,, =1 iar celelalte elemente pot fi alese in cite doud moduri, deci exista 4

. : . I 0)(1 O) (1 2)(1 2
matrice de acest tip , si anume: , N R PR I 1 punct
0 1){2 1)10 1)\2 1
Finalizare : existd opt matrice echilBrate .....................ccoocoveieeiiieiiieiiesieee et 1 punct
c¢) Deoarece o matrice echilibratd are elementele de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana
numere consecutive, rezultd ca regula se aplicd si matricei tranSpuse .......c..cecceereereennene 2 puncte

Sau prin verificarea directd a celor opt matrice anterior construite.

mx® +nx+p

3. a) Fie f:D—>R, f(x)= ,m,n,p,qe R,D cR.

xX+q
Sa se determine m,n, p,q € Rastfel incat graficul functiei f sa admita asimptotele x =2 si
y=3x—1,iar A(1,3) si fie punct al graficului.

b) Consideram f :R — R, cu proprietatea ca ‘ f(x) —sin’ Zx‘ <x* oricare ar fi xe R.

Calculati limM.
x/0 X
Solutie:
a) x =2 este asimptota verticald daca si numai dacd 2+¢ =0 si 4m+2n+p+#0, deci g=-2 (1)
................................................................................................................................................... 1 punct
A(1,3) apartine graficului lui £, rezulta (tindnd cont de relatia (1)) cd avem m+n+p=-3 (2)
................................................................................................................................................... 1 punct
Celelalte conditii
limf(x)=3(:)m—3 ............................................................................................................... 1 punct
X—>00 X
(2)
HM(f (1) =3x) = =1 n=-T= D=1 i 1 punct
b) Putem scrie —x* +sin’ 2x < f (x) < x* +5i07 22, (V) X € R v, 1 punct
.3 : .3
Se obtine —x -+ 32x -8< f(Sx) <xt+ 32x 8, (V)XER e 1 punct
8x by 8x
f(x)
Trecem la limitd , se obtine 11}13 T T8 e 1 punct
X x*
D : 0 1). 0 1
4. Se considera matricele A= si B= .
-1 0 -1 -1
a) Demonstrati cd A* =B’.
b) Determinati matricea X € M, (R) astfel incat sa avem AX + XB=1,.
0 1

¢) Verificati egalitatea AB+C+1,=0,,unde C = (O OJ si apoi demonstrati cd

(AB)" #1,, (V)n=1
Solutie:
@) OBNE A% = =15, AY S 1, oot 1 punct
Obtine B* = j S L, e 1 punct

Q=
\_/
m
-t
o
=
(e}
—
N
><j
|
Q
|
@‘Q"
N—
)
4.
<
o
|
7~ N\
|
QU
o
|
QU
N—

b) Daca X :{



c—b=1

_ a+d-b=0 00
Relatia AX + XB =1, conduce la ,deunde X =| | 2 puncte
a+d=0 1 0
—-b+c—d=1
¢) Se verificd prin calcul A AB+C+1, =0, ..ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiiicicccece e 1 punct

Prin calcul direct, sau folosind formula binomului lui Newton, se obtine ca:

n n 1
AB) =(-1 " FL V)R 2 puncte
0 1) 7
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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. Fie (G,) un grup multiplicativ cu elementul neutru e. Demonstrati ca :
a) (a'ba)’ =a'b’a ,oricare arfi a,beG.

b) Daci a,be G astfel incit a*ba’ =e si a ba” =b’, atunci a=b=e.

Solutie:
a) Avem (a'ba)’ =(a”'ba)(a'ba)(a'ba)=a -b-(a-a')-b-(a-a')-b-a=a" b -a
................................................................................................................................................ 2 puncte
b) Ridicim prima egalitate la puterea a treia i rationim ca la a) si obtinem a°b’a’ =e ...... 2 puncte
Inlocuim »* tinand cont de a doua egalitate, avem:
a’(aba™)a* =e = (aa)b(a*a’)=e = a'be=e. Deci a'b=¢ rezulti a=b (1) ... 2 puncte
Finalizare: Inlocuim in prima egalitate, obtinem a2aa” = e, deci a = e si din (1) obtinem a=b=e.
................................................................................................................................................... 1 punct
2. Fie f:R—>R, f(x)=e(cos’ x+2016)+1. Se cere:
a) Ardtaticd f(x)— f'(x)=e"sin2x+1, xeR.
b) Calculati /= [—— e »
e " +cos” x+2016
Solutie:
a) Calculeazd f'(x)=e"cos” x—€" SiN2X42016€" ....cocverererereeeeeeeeeeeeeeeeeesee s 1 punct
Finalizare: f(x)— f/(x) =€ SIN2X+1, XER. cooroioiieeieeeeeeeeeeeeeeee e 1 punct
b) Obtine [ =j ¢ sm22x+1 AX et e e 2 puncte
1+e*(cos” x+2016)
/
= I S-S (x) I J.de ................................................................................... 2 puncte
f(x) f(x)
Finalizare: = x—In|f(x)|+C = x—In[e" (cos” x+2016) + 1]+ C ...ccovvorerrrrircrcererecrreeieen 1 punct

. . 5 3 o) . .
3. Fie matricele X = = din M,(R) si
5 3 0 1

multimea G = {M(r) IM(r)=1,+rX,re R\{—%}}

a) Calculati X*, X°.



b) Ardtatica M (r)-M (s)e G, pentru orice M (r),M (s)e G.
c) Ardtati ca (G,-) este grup comutativ.
d) Rezolvati ecuatia (M (r))’ = I,+13X ,unde M(r)e G.

Solutie:

2 10 -6} ;4 3 20 -12
a)X = . G N T RPRPIN 1 punct
10 -6 20 -12

b) Avem X*=2X
M(r)-M(s)=(L,+rX)- (I, +sX)=1; +rXL, +sXI, +rsX* =L, +rX + sX +rsX’ =
=L+rX+sX+2srX =1, +(r+s+2rs)X =1, +tX, t=r+s+2rseR

Deoarece r # —%, 5 # —% = (2r+1)-(25+1)#0 , deci r+s+2rs # —% ............................ 2 puncte
¢) Asociativitatea, COMULALIVIEALEA .....vereeveerriieerieeeiteeeieeestteeeieeesteesnreesebeeessseesnseeesnseesneessases 1 punct
I, =M (0)e G , element neutru. Inversa matricei M (r) din G este M (r)y=M (- 1+r2r) eG

Deci (G,:) eSte GrUP COMULATIV ...vveeriiieeiieeeiieeiieeeieeeteesteeestteessteessteesseesssseessaeesnseessseeesseens 1 punct

d) (M ()’ =1,+@r+6r’+4r’)X ), (M (r))* =1,+13X . Deci avem 3r+6r’ +4r’ =13

QalE ettt ettt et e st sh e e e bt e e st e esbeeeeabee s 1 punct

4. Se consideri integrala nedefinitd I(x,n):I ) (2):;;’( )T dx,
x(x+1)-(x (x n

unde x€ (0,+00)sine N.
a) Calculati 7(x,0).
b) Calculati 7(x,1).

¢) Calculati I (x,n), pentru n>2.

Solutie:
2x+3
I(x,0)= d
W (0= T
Obtine 2x+3 :l- LU S + ! j 2 puncte
e D) (i 2) (1 73) 2 \x xal a2 gy r— p
. 2x+3 1 x-(x+3)
Obt dx=—-In| —————— |+ C oo 1 t
’lneJ.x-(x+1)‘(x+2)-(x+3) g 2 n[(x+1)-(x+2)} pune
2x+3 2x+3 1
b) I(x,1)= dx = dx=— +C e, 2 puncte
) 1(x1) Jx-(x+l)-(x+2)-(x+3)+1x I(szr3x+1)2 T et pa
2x+3 1 x> +3x+1
I(x,n)= dx =——=-arctg| ——— |+ C .ccverrreeeen. 2 t
9 1 (x.n) Ix.(x+1).(x+z).(x+3)+n’C mmg( i1 J panee
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL
Profil Filologie / Stiinte sociale

CLASA A IX-A

1. Se considerd functia f:R >R, f(x)=ax’+bx+1,a,be R,a=0.

« . . . o . . ... 5. .
a) Sa se determine numerele a si b stiind ca functia admite valoarea minima e iar graficul

i . . < : 3
functiei este simetric fata de dreapta de ecuatie x = e

b) Aflati aria triunghiului determinat de intersectiile graficului cu axele de coordonate.

1

Jx+Jx+1

a) Calculati suma S, = f (1)+ f(2)+..+ f(n),ne N'.

b) Determinati valorile numarului natural n pentru care [S,]=3, unde cu [S,] s-a notat partea

2. Se considerd functia f:(0,+0) > R, f(x)=

intreagd a numarului S,

3. Fie ABCD un paralelogram si punctele M, N, P, Q pe laturile [AB],[BC ],[CD] si respectiv
[DA] astfel incat AM = am, BN = aﬁé, CP= aﬁﬁ, EQ = aéﬁ, a>0.

a) Demonstrati ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.
b) Aratati ca dreptele AC, BD, MP, NQ sunt concurente.

4. Coborand in interiorul pamantului, la fiecare 30,5m temperatura creste cu 1°C. Daci la

suprafata Pamantului temperatura este de 10°C, atunci:
a) Ce temperaturd va fi la adancimea de 1098m ?
b) La ce adancime temperatura atinge punctul de fierbere al apei ?

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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1.

Profil Filologie / Stiinte sociale

CLASA A X-A

Determinati solutiile reale ale ecuatiilor in necunoscuta x :
log, x> —4
a) x =Y =/5;

1 1
+ =1.
3-log,x 2+log,x

. Se considerd functia f:(0,+) >R, f(x)=Inx.

> 1n2+1r13‘
2

Ina+Inb
2

a) Sa se arate ca ln(2;3j

b) Si se arate ci ln(a;bjz , Va,be (0,+o).

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

a) Sa se arate ca: (Vi—1+1) =x+2Vx—1, Va2 1si (Va—1-1) =x-2Jx—1,Vx21.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: \/ X+24x—-1+ \/ x=2\Jx-1=4.

. Fie A,B,C trei orase, astfel incat d (A,B)=d(B,C) (s-a notat d(x,y) distanta intre orasul x

si orasul y ). Doud masini pleca din orasul A spre orasul C, trecand prin orasul B. Prima
magind parcurge distanta de la A la Bcu viteza v km/h, apoi de la B la C merge de doua ori
mai repede. A doua masind merge de A la B cu viteza medie de 48 km/h, apoi parcurge
distanta de la B la C cu viteza (v+20) km/h. Cele doua masini parcurg distanta de la A la C

in acelasi timp. Calculati viteza v.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil Filologie / Stiinte sociale

CLASA A XI-A

1. Dupa doud scumpiri succesive cu acelasi procent, pretul unui produs este acelasi cu cel obtinut in
urma unei singure scumpiri cu 44%. Care este procentul scumpirilor succesive?

2. Seria statisticd prezentatd in tabelul de mai jos reda frecventa relativa a mijloacelor de transport in
comun, luand ca valori clasele ce reprezinta intervalele orare dintr-o zi lucritoare.

i‘;;erwal [0:4) [4:8) [8:12) | [12:16) | [16:20) | [20:24)
Frecventa 0,05 0.15 0,25 0.2 0.25 0.1
relativa

a) Calculati media seriei statistice si clasa mediana.

b) Intr-o zi de week-end frecventa relativa a celei de a treia clase scade, iar frecventa penultimei
clase creste cu atit cat a scazut frecventa celei de a treia. Stiind ca media seriei statistice creste cu
0,4, determinati frecventele relative ale celor doua clase .

3. Se considera graful neorientat G = (V,M) cu 5 varfuri si
M ={[1,2].[13].[L4].[2.3].[2.4].[2.5].[3.4].[3.5].[4.5]}.

a) Ardtati ca graful G este conex.
b) Cate muchii mai trebuie addugate pentru a obtine un graf complet?
c¢) Cate muchii trebuie eliminate pentru a obtine un graf arbore?

4. Fiecare elev dintr-o clasa trimite cite o felicitare fiecarui prieten din aceeasi clasd. Demonstrati ca
cel putin doi elevi trimit acelasi numar de felicitari.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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1.

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL
Profil Filologie / Stiinte sociale

CLASA A XII-A

. ) I -2
Fie matricea A = .
0 1

a) Calculati A” si A°.
b) Ardtati cd A*'® =2016A -20151,.

¢) Rezolvati ecuatia X = A, unde X este o matrice pitratica de ordinul 2, cu elemente numere
reale.

1+2x 0 4x
Se considera matricele A(x)=| 0 1 0 |, x numar real.
-x 0 1-2x

a) Calculati det(A(x)).
b) Aratati ca are loc egalitatea A(x)- A(y) = A(x+ y), oricare ar fi x si y numere reale.

c) Calculati P=A L <A L A ! , unde n este numar natural nenul.
1-2 2-3 nn+1)

In reperul cartezian (xOy)se considera punctele A (n—1,2n+1), n numar natural.
a) Scrieti ecuatia dreptei A A, .
b) Aratati cd punctele A,, A,, A, sunt coliniare oricare ar fi numarul naturaln, n>2.

¢) Determinati numarul natural n, n > 2, astfel incat aria triunghiului OA,A, sa fie 3.

In fiecare nod rezultat din intersectiile celor7 linii §i7 coloane ale unui tablou pitratic se afl cate
o albind. La un moment dat toate albinele zboara si fiecare se aseazd pe un nod vecin, de pe
aceeasi linie sau coloand cu cel de pe care a zburat. S& se arate ca existd un nod pe care nu s-a
asezat nicio albina.

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil filologie / stiinte sociale
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Se considerd functia f:R >R, f(x)=ax’+bx+1,a,be R,a#0.

< . . . 9 . : VR B .
a) Sa se determine numerele a si b stiind ca functia admite valoarea minima R iar graficul

.. . s . 3
functiei este simetric fatd de dreapta de ecuatie x = 7

b) Aflati aria triunghiului determinat de intersectiile graficului cu axele de coordonate.

Solutie.
A 5 b 3
) o T o o T et ————————————————————————————————tttt———————————————t—————————————————————————————— 2 puncte
4da 4 2a 4
D% =300 =0 .ottt ettt ettt eaees 1 punct
AT, D = 0 oottt ———————_—————————_—————————————————————————————————n—nnn———_ 1 punct
b)G, N(Ox): A(3_4\/g ,0), B(3+4\/g ,0); G N(O0y) 1 C(0,1) v 2 puncte
Apyipe = AB—20C = g .............................................................................................................. 1 punct

1

Jx+Jx+1

a) Calculati suma S, = f(1)+ f(2)+..+ f(n),ne N

b) Determinati valorile numarului natural n pentru care [S,]=3, unde cu [S,] s-a notat partea

2. Se considera functia f:(0,+) > R, f(x)=

intreagd a numarului S,,.

Solutie.

a) S = ! + ! +...+ ! 1 punct
Y T Y - B Sy iy s B

S, S VRAT =1 s 2 puncte

b)[x/n+l—1]=3<:>3S\/n+1—1<4 ................................................................................... 2 puncte

1 S Q2 ettt ettt et et sttt e e b et et e st sbe e e 1 punct



3. Fie ABCD un paralelogram si punctele M, N, P, Q pe laturile [AB],[BC].[CD] si respectiv

[ DA] astfel incat AM =aMB, BN =aNC, CP =aPD, DO = aQA, a >0.
a) Demonstrati ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.
b) Ardtati ca dreptele AC, BD, MP, NQ sunt concurente.

Solutie.

a)m:am,@:aﬁ,ﬁzm NN Y A = o 1 punct
WzaN—C‘,FQ:aQTX,E:R‘: @:CW ................................................................... 1 punct
@/I— =PN = MNPQ este paralelogram...........ccceeeriueeriiieiiieeeieienieeeiee e eeeesereeesreeeseeeens 2 puncte

b) MBPD este paralelOogram..........ccocuiiiiiiiiniinieiie ettt ettt 1 punct
BNDQ e8te paralelogram........ccovuuiiiiiiiiiie ittt ettt ettt sttt e e sbte e st e eaeees 1 punct
[AC],[BD],[MP],[NQ] au acelasi MIJIOC.....ccuiiiiiiiiiiiii e 1 punct

4. Coborand in interiorul pamantului, la fiecare 30,5m temperatura creste cu 1°C. Daca la
suprafata Pamantului temperatura este de 10°C, atunci:
a) Ce temperatura va fi la adancimea de 1098m ?
b) La ce adancime temperatura atinge punctul de fierbere al apei ?

Solutie.

a)T (n) =temperatura la nmetri. T (n) =10+ 3(:[ 5 2 puncte

T(1098):10+;Oﬁ .............................................................................................................. 1 punct

T(1098) = 46° C oottt sttt sttt 1 punct

D) 104 e 2100 eoeeeeeeee oo e eesee e oo ee e ee s eee e es e 2 puncte
30,5

’

FU 2TASI ettt ettt st b et e s s 1 punct



INSPECTORATUL SCOLAR

CONCURSUL NATIONAL
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"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
JUDETEAN IASI 19 martie 2016 CONSTRUCTII DE MASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. Determinati solutiile reale ale ecuatiilor in necunoscuta x :

Solutie.

a) xl"g*m =45 b) ! + ! =1.
3—-log,x 2+log,x
X —4>0
a) 4x>0 5 XE [2,400) e 1 punct
x#1

VX 28 S5 ettt es e 1 punct

X =3 SOIUHIA ECUALIET +.euvveeuteeiteiieeie ettt ettt ettt ettt ettt et e bt e s ateeateemteenbe e st e sneeenneeseeseee e 1 punct
x>0

b) 43-log, x#0 = xe (0,+oo)\{%,8} ................................................................................ 1 punct
2+log, x#0

log, x=1, L+L=1:>t2—t—1=0 ............................................................................. 1 punct

3—t 2+t
-5
t z#:ﬂoglez#:xlzgf,xle(o,%o)\{iﬁ} ............................................ 1 punct

1445 1445 5
2

:>log2x2:T:>x2:2 2 ,xze(0,+oo)\{i,8} ............................................ 1 punct

2. Se considera functia f:(0,+) >R, f(x)=Inx.

a) Sa se arate ca ln(2+3jzln2+m3.
2 2

b) Si se arate ci ln(a;bjzlna;-lnb’ Va,be (0,+).
Solutie.
a) In 2+3 21n2+1n3@1n§2@@1n§21n6 .......................................................... 2 puncte

2 2 2 2 4

(:)27526 ................................................................................................................................. 1 punct
b) ln(a;bJ > ln(jb) ............................................................................................................. 1 punct

2
a+b

DD oottt ———————————————————————r———raa——ataratarara—a——. 1 punct
) :



Q7 —=2AD D7 20 oot 1 punct
(@=D)" 20, Va,DE (0,4900) ooooovooeceeeeeeeeeoceeeee oo 1 punct

3. a) Sa se arate ca: (Va1 +1)2 =x+2x—1,Va21si (Vx-1 —1)2 =x—2Jx—1,Vx>1.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: \/ x+2Vx-1+ \/ x=24x-1=4.

Solutie.

(\/x—1+1)2=x—1+2\/x—1+1=x+2\/x—1 .......................................................................... 1 punct
( x—l—l)z=x—l—2\/x—l+l=x—2\/x—l ......................................................................... 1 punct

L T T T N A TR E oo 1 punct
\/(\/x—1+1)2+\/( x—1—1)2 S et 1 punct

‘\/x—1+1‘+‘\/x—1—1‘=4 ....................................................................................................... 1 punct
Pentru x22, Vx—1+14Vx—1-1=4 S VX-1=2X=5 it 1 punct

Pentru x€[L,2): Vx—1+1-vx—1+1=42=4 fals ..o 1 punct

4. Fie A,B,C trei orase, astfel incat d(A,B)=d(B,C) (s-a notat d(x,y) distanta intre orasul x
si orasul y). Doud masini pleca din orasul A spre orasul C, trecand prin orasul B. Prima
magsind parcurge distanta de la A la Bcu viteza v km/h, apoi de la B la C merge de doua ori
mai repede. A doua masind merge de A la B cu viteza medie de 48 km/h, apoi parcurge
distanta de la B la C cu viteza (v+20) km/h. Cele doua masini parcurg distanta de la A la C
in acelasi timp. Calculati viteza v.

Solutie.

Notam d (A,B)=d(B,C)=d.

Prima masina parcurge distanta de la Ala B cu viteza v in timpul #,iar de la BlaC cu viteza 2v in

. t
timpul D 1 punct
A doua masina parcurge distantade la A la B cu viteza48 km/hin timpul 7,,jardela Bla C cu
viteza (v+20) km/h In timpul 7, ....coooiiiiiiiiiii 1 punct
d
t=—
v
................................................................................................................................... 1 punct
t_d '
2 2v
t 4+t = i+ d 1 punct
Ly g p
3t 3d
L Ly o o T e e 1 punct
2v
d d 3d
S tteeeerrteeserteess e teess s e e es s raeess s r et eess r et eess r et eess r et ees ratses rrtnesssreteessrnnessnnn 1 punct

4 =
48 v+20 2v

V2 =4y = 1440 = 0= 1= 40 KIM/A crveoooeeeeeeeee e sesee e s eesee e e s e 1 punct
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CLASA A XT-A

1. Dupa doud scumpiri succesive cu acelasi procent, pretul unui produs este acelasi cu cel obtinut
in urma unei singure scumpiri cu 44%.Care este procentul scumpirilor succesive?

Solutie.
Daca a este pretul initial, dupd prima scumpire cu p% pretul va fi a (1 + ﬁ) .................. 2 puncte
2
Dupa a doua scumpire pretul va fi a (1 + %) ................................................................. 2 puncte
Pretul final este &a ............................................................................................................ 1 punct
100
2
(1 + Lj = B 1 punct
100 100
D =20 e e e ettt s 1 punct

2. Seria statisticd prezentatd in tabelul de mai jos redd frecventa relativd a mijloacelor de transport
in comun, ludnd ca valori clasele ce reprezinta intervalele orare dintr-o zi lucratoare.

g;;errval [0:4) [4:8) [8:12) | [12:16) | [16:20) | [20:24)
Frecventa 0,05 0.15 0.25 0.2 0.25 0.1
relativa

a) Calculati media seriei statistice si clasa mediana.

b) Intr-o zi de week-end frecventa relativa a celei de a treia clase scade, iar frecventa penultimei
clase creste cu atat cat a scazut frecventa celei de a treia. Stiind cd media seriei statistice creste
cu 0,4, determinati frecventele relative ale celor doua clase .

Solutie.

a) Media este m=2-0,05+6-0,15+10-0,25+14-0,2+18-0,25+22-0,1=13,

unde 2, 6, 10, 14, 18, 22, sunt valorile centrale ale claselor ..........c.ccoveeeveiieniieiiiieniieeieens 2 puncte
Sirul frecventelor relative cumulate crescator este: 0,05; 0,2; 0,45;0,65; 0,9, 1 .........c........ 1 punct
Clasa mediand este intervalul [12;16). ..ooooiiiiiiiiiiieie e e eanes 1 punct

b) Daca frecventa clasei a treia va fi 0,25—x iar a penultimei clase 0,25+ x, media pentru o zi de
week-end este 2-0,05+6-0,15+10-(0,25—x)+14-0,2+18-(0,25+x)+22-0,1=13,4. ... 1 punct

X 0,0 ettt e e e bt e e e e h bt ee e e eabt e e e et teeeeabbteeeeaaaeeas 1 punct
Frecventele relative ale celor doud clase devin 0,2 §10,3........cooiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e, 1 punct



3. Se considera graful neorientat G = (V,M) cu 5 varfuri si
M ={[1,2].[13].[L4].[2.3].[2.4].[2.5].[3.4].[3.5].[4.5]}.

a) Ardtati ca graful G este conex.
b) Cate muchii mai trebuie addugate pentru a obtine un graf complet?
c¢) Cate muchii trebuie eliminate pentru a obtine un graf arbore?

Solutie.

a) Graful este conex pentru ca ntre oricare doud varfuri exista cel putin un drum .............. 2 puncte

b) C; =10, 10 -9 = 1, Trebuie addugatd muchia ( [L5]) .o 2 puncte

¢) Graful arbore este conex si fard CICIUIT ......ceevvuiiiiiiiiiiiii e 2 puncte
Trebuie sd elimindm 5 MUCKIT .....oooouiiiiiiiiiiii e 1 punct

4. Fiecare elev dintr-o clasa trimite cite o felicitare fiecdrui prieten din aceeasi clasd. Demonstrati
cd cel putin doi elevi trimit acelasi numar de felicitari.

Solutie.

Asociem celor n elevi din clasa un gaf cu n varfuri, unde gradul fiecarui varf este numarul de
FERIICIEATT TIIIMISE ...veeenetieeitie ettt ettt ettt ettt et e et e sttt e bt e sttt ebteesabeeesbbeesbeeenaeeeeas 1 punct
Presupunem prin reducere la absurd ca gradele varfurilor sunt {O, 1,2,...n— 1} ................... 2 puncte

Inseamni ca exista un varf cu gradul n — 1, care va fi legat de toate celelalte n—1 varfuri .. 2 puncte
Contradictie cu faptul ca existd un nod cu gradul O .........ccocceeiiiiniiniiiniieniccceeeeeee 2 puncte
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CLASA A XII-A

. ) I -2
1. Fie matricea A = )
0 1

a) Calculati A” si A°.
b) Ardtati cd A*'® =2016A-20151,.

¢) Rezolvati ecuatia X° = A, unde X este o matrice pitratica de ordinul 2, cu elemente numere

reale.
Solutie.
, (1 -4} , (1 -6
a) A" = S AT ettt e e 1 punct
0 1 0 1
1 -2n .
b) A" = SVIE N e ettt enbeenreenns 1 punct
0 1
A"+ (=11, = 1A VIE N ittt 1 punct
A0 £ 20151, Z20T0A ..ottt 1 punct
a’+bc=1 a’ =
a b 5 bla+d)=-2 bla+d)=-2
c) X = X =A& S e 2 puncte
c d cla+d)=0 c=0
d’>+bc=1 d*=1
1 -1\ (-1 1
Xe b e ettt eetet it —aaaaaas 1 punct
0 1 0 -1
1+42x 0 4x
2. Se considerd matricele A(x)=| 0 1 0 |, x numar real.
-x 0 1-2x

a) Calculati det(A(x)).
b) Aratati ca are loc egalitatea A(x)- A(y) = A(x+ y), oricare ar fi x si y numere reale.

c) Calculati P=A L A L A ! , unde n este numar natural nenul.
1-2 2-3 nn+1)



Solutie.

a) det (A(x)) = 1—4x”> +4x> =1, pentru orice x NUMA 1€al. .........coevrvrerverrerrrreeerereeenens 2 puncte

b) VErifiCa relafia .......ccoeiiiiiiiiiiiiiiiiic e s 3 puncte

c) P=A 1 + L +...+ ! =A - , pentru orice n numar natural nenul .......... 2 puncte
1.2 2.3 n(n+1) n+l

3. in reperul cartezian (xOy) se considera punctele A (n—1, 2n+1), n numadr natural.
a) Scrieti ecuatia dreptei A A, .
b)Aratati ca punctele A,, A,, A, sunt coliniare oricare ar fi numarul naturaln, n>2.

¢) Determinati numarul natural n, n > 2, astfel Incét aria triunghiului OAA, sa fie 3.

Solutie.

) Ay (=11) 5 AJ(0,3) e 1 punct
Ecuatia dreptei (AjA;)este: 2x —y +3 =0 oo 2 puncte
b)A, e AjA decarece 2(n— 1) —(2n+ 1) +3 =0, oo 2 puncte
c)%.|—3(n )| 23 s 1 punct
G OO O O TSRO P PO PPRRPPPROP 1 punct

4. In fiecare nod rezultat din intersectiile celor7 linii si7 coloane ale unui tablou pitratic se afla
cate o albina. La un moment dat toate albinele zboara si fiecare se aseaza pe un nod vecin, de
pe aceeasi linie sau coloana cu cel de pe care a zburat.

Sa se arate ca existd un nod pe care nu s-a asezat nicio albina.

Solutie.

Sa consideram nodurile tabloului colorate ca o tabla de sah, in alb si negru.

Atunci 24 de noduri sunt albe si 25 de noduri sunt negre ( Sau iNVErs) ........cccceerveerrvveennnen. 3 puncte
Observam cd o albind care pleaca de pe un nod negru ajunge pe unul alb, iar de pe un nod alb
ajunge pe unul negru. Cum de pe nodurile albe au plecat 24 de albine, ele nu pot ocupa 25 de noduri
NEZTE(SAU TIIVEIS). .evteeurieerurreriieenieeeitteeateessseeesseeensseesseeessseessseasnsessnnsessnsesesssessnsessssseesnnsessnses 4 puncte
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