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Problema 1. Tnélgimile AA,, BBy, CC} ale triunghiului ascutitunghic ABC' se
intersecteaza in H. Fie Ay simetricul lui A fata de B1C; si O centrul cercului
circumscris triunghiului ABC'

a) Demonstrati ca punctele O, Ay, By, C sunt conciclice.

b) Demonstrati ca punctele O, H, Ay, Ay sunt conciclice.

Solutia 1:

a) Unghiurile ZABC si ZAB;C) sunt congruente, deci la fel sunt si comple-
mentarele lor, ZBAA; si ZA;AC. Rezulta ca semidreptele (AH si (AAy sunt
izogonale, deci A € (AO. Cum AO = CO, avem LACO = LOAC = LAA,By,
deci punctele O, Ay, By, C' sunt conciclice. (Argumentele functioneaza atat in cazul
Ay € (AO) cat siin cazul O € (AA,).)

b) Din puterea punctului A fata de cercurile ce trec prin punctele O, Ay, By, C| res-
pectiv H, A1, C, By rezulta AB;- AC = AO - AA,, respectiv AB,- AC = AH - AA;.
Din AO - AA; = AH - AA,, cu reciproca teoremei puterii punctului rezulta ca
punctele O, Ay, H, A, sunt conciclice.

Remarca: Rezultatul ramane valabil si daca triunghiul nu este ascutitunghic.
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Solutia 2: pentru punctul b)

Fie O; mijlocul lui [AH] (O; este centrul cercului circumscris triunghiului AB,Ch)
si {As} = (AA;N B1Cy. Cum [0 A3] este linie mijlocie in triunghiul AH Ay, avem
ca ZHAA = Z01A3A. Dar asemanarea triunghiurilor ABC si AB;C} implica
egalitatea unghiurilor omoloage ZAA,0 §i LAA30;, de unde LAAH = LAA0

si concluzia.



Problema 2. Fiind date trei culori si un dreptunghi m x n impartit in patrate
unitate, dorim sa coloram fiecare segment care constituie o latura a unui patrat
unitate cu una din cele trei culori astfel incat fiecare patrat unitate sa aiba doua
laturi de o culoare si doua laturi de o alta culoare. Cate asemenea colorari exista?
Solutie:

Numerotam linile de sus in jos, de la stanga la dreapta. Latura din stanga a
patratului unitate aflat in coltul din stanga-sus poate fi colorata in 3 moduri. Sunt
trei moduri de a alege cealalta latura a acestui patratel care va fi colorata cu
aceeasi culoare. Pentru laturile ramase avem doua optiuni (aceeasi culoare pentru
amandoua, una din cele doua culori ramase). In total, sunt 18 colorari posibile.
Coloram in continuare, succesiv, patratele de pe prima linie, de la stanga la dreapta.
De fiecare data, latura din stanga este deja colorata, aga incat pentru colorarea
fiecarui asemenea patrat avem cate 6 variante. La fel se intampla cand coloram,
succesiv, patratele de pe prima coloana, de sus in jos, incepand de pe linia 2: avem
cate 6 variante.

Trecem acum la colorarea fiecaruia din patratele aflate pe liniile 2,3,...,m si
coloanele 2, 3, ..., n. Facem colorarea de sus in jos, de la stanga la dreapta. Fiecare
patrat are deja latura din stanga si cea de sus colorate. Daca au culori diferite,
laturile ramase trebuie sa aiba exact aceste doua culori, astfel ca cele doua laturi
ramase pot fi colorate in doua moduri. Daca latura din stanga si cea de sus au
aceeasi culoare, cele doua laturi ramase trebuie colorate cu o aceeasi culoare, cu-
loare care poate fi aleasa in doua moduri. Asadar si in acest caz sunt doua variante
de colorare.

In concluzie, sunt 18 - 6™~1. gn—1 . 2(m=D(n=1) — gmtn . gmn ]oriri posibile.

Problema 3. Fie numerele reale a, b si ¢ astfel incat a > b > 1 > ¢ > 0 si
a+b+c=3.
a) Aratati ca 2 < ab+ bc + ca < 3.

24 25

3113 + b be+ > 14 si precizati cazurile
a & a c+ ca

b) Demonstrati inegalitatea

de egalitate.
Leonard Giugiuc

Solutie: a) Notam ab+bc+ca = ¢ si abe = p. Din ipoteza, (1—a)(1—b)(1—c) > 0,
deci ¢ —2 > p; dar p > 0, de unde ¢ > 2. Cum 3(ab + bc + ca) < (a + b + ¢)?,
obtinem ¢ < 3.

b) a*+b3+c* = (a+b+c)*—3(a+b+c)(ab+be+ca)+3abe = 3(9—3¢+p); din punctul

. 24 8
anterior, p < ¢ —2 = 3(9—-3¢+p) < 3(7T—2q) = PR > o Este
25

— + — > 14, ceea ce este echivalent cu 7(2¢g — 5)* > 0,
— 44 q
ceea ce este evident adevarat.

suficient sa aratam ca



Din considerentele anterioare, egalitatea are loc daca si numai daca p = ¢ — 2 si
5 1

Dar p=¢q¢—2 < (1 —a)(1 —b)(1 —c¢) = 0, deci cel putin unul dintre numerele

a, b, c este egal cu 1.

Notam cu x si y cele doua numere ramase. Avem:

5
a:+y+:vy:§
1
xy = —.
Y72
. : . o : 1
Rezolvand sistemul, obtinemcaa=1+—,b=1gic=1—- —.
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Problema 4. Fie ABC'D un patrulater inscriptibil, F, F' mijloacele diagonalelor
[AC], respectiv [BD], {G} = ABNCD, {H} = AD N BC. Aratati ca:

a) punctele de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor ZAH B si ZAGD cu laturile
patrulaterului ABCD sunt varfurile unui romb;

b) centrul acestui romb se afla pe dreapta E'F.

prelucrare Andrei Eckstein si Mircea Fianu

Solutie: Vom considera cazul C' € (GD) si C € (BH), celelalte cazuri tratandu-se
analog.

a) Fie M si N intersectiile bisectoarei unghiului ZG cu laturile [BC], respectiv
[AD] si I, K intersectiile bisectoarei unghiului ZH cu [C'D], respectiv [AB]. De
asemenea, fie {/} = MNNIK. Avem m(£G) = 180° —m(£LGBC)—m(LGCB) =

1
m(£B) +m(£C) — 180°, deci m(£LCMJ) = 90° + 5 (m(£B) —m(£C)). Analog,

1
m(LC1J) = 90° + 3 (m(£D) — m(£C)). Din patrulaterul CM.JI, folosind ca

m(£B) +m(£D) = 180°, rezulta ca m(£LM JI) = 90°.

In triunghiurile GIK si HMN, segmentele |G J] respectiv [HJ| sunt bisectoare si
inaltimi, deci sunt si mediane, prin urmare diagonalele patrulaterului M K NI sunt
perpendiculare i se injumatatesc.

b) Laturile rombului sunt paralele cu diagonalele AC, respectiv BD. Intr-adevar,
MB GB . BK HB
MC ~ GC Y KA~ HA
G fata de cerc, % = g—i Pentru a arata ca MK | AC, adica % = f/[—]\é,
este suficient sa demonstram ca HA - GD = HB - GA. Acest lucru rezulta din
OlAHG) = HA- G2Dst = HE - G2AsmB si sin B = sin D. Agadar, MK || AC.

Analog celelalte.

din teorema bisectoarei, Dar, din puterea punctului




Fie {L} = MKNBF, {P} = AENKN, {O} = DFNIN si{Q} = MINCE.
Segmentele AE, BF, CE si DF sunt mediane in triunghiurile ABD, ABC, BCD,
CDA, deci segmentele LO si PQ sunt bimediane ale rombului descris (adica unesc
mijloacele a cate doua laturi opuse). Ca urmare LO si P sunt concurente in
centrul rombului. YE LB BK VE

@ = um = Wiek rezulta ca X =Y, deci dreptele EF, LO si PQ

sunt concurente in centrul rombului.

G
B
C
Q L
E
H T K

7 F

@] P

D

AT



