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Problema 1. Pentru n € N se considera sistemul
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Daca M; = {n € N | sistemul (S,,) are o infinitate de solutii}, iar
My = {n € N | sistemul (.5,)) nu are solutii}, demonstrati ca:

a) 7€ My, 10 € My,

b) multimile M; si M, sunt infinite.

Solutie.
a) Se observa ca x = 1,y = 3,2 = 8, t = 4 este solutie a sistemului (57), deci si
(k,3k,8k,4k), k € N* sunt solutii, deci 7 € M;.
Daca (z,y, 2,t) ar fi o solutie a sistemului (Sig), ar rezulta ca 11(z* + y*) = 22 + t2. Din
11| 22 + % rezultd ca 11 | z i 11 | t. Atunci 11 | 22 + y?, deci 11 | z gi 11 | y. Asadar,
exista x1,y1, 2z1,t1 € N* astfel ca v = 11xy, y = 1ly;, 2 = 1121, t = 11¢;. Rezulta ca
11(z? +y3) = 2?4+ t3. Continuand procedeul (de descrestere infinitd), gasim ca = se divide
cu orice putere a lui 11 gi, cum x # 0, obtinem o contradictie. Agadar sistemul (S10) nu
are solutii, adica 10 € M,.
b) Este ugor de vizut ci orice numéar natural de forma m?—1, m € N*, este in M;: putem
alege © = y si constata ca (k, k, mk, mk), k € N*, sunt solutii ale sistemului (S,,2_), deci
m2—1€M1,Vm€N*.
Rationamentul facut la punctul a) pentru n = 10 functioneaza pentru orice numar
n = p — 1, unde p este un numar prim de forma 4m + 3. Toate aceste numere sunt
in M, gi, cum exista o infinitate de numere prime de forma 4m + 3, rezulta concluzia.

Problema 2. Fie z si y numere reale nenule, astfel incat a2 + y® + 32%y? = 23y,

Determinati valorile pe care le poate lua expresia E = . + 1
Solutie. /

Relatia din enunt, se rescrie succesiv (z+y)3 — 3zy(z +y) = 23y — 32%y?, adica (z +y)* —
(ry)? = 3zy(z+y)—32%y?, deci (v+y—zy)(2* +2xy+y* + 22y + 2y +2%y?) = Svy(v+y—
ry). Atunci avem ca fie +y = xy, adica E = 1, fie 22422y + 9> + 2%y +2y* +2%9* = 3ay.
Ultima egalitate, inmultita cu 2, se scrie echivalent #%(y +1)* +y*(z +1)* + (z —y)* = 0,

relatie posibila numai dacad = y = —1 (r = y = 0 nu convine). In acest caz, £ = —2.
Prin urmare, multimea valorilor posibile ale lui E este inclusa in multimea {—2,1}.
Ambele valori se ating, de exemplu pentru x = y = 2, respective =y = —1.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, in care diagonalele se inter-
secteaza in X si nu sunt perpendiculare. Fie A’, C' proiectiile lui A si C' pe BD si B', D’



proiectiile lui B si D pe AC'. Aratati ca:

a) perpendicularele duse din mijloacele laturilor pe latura opusa sunt concurente intr-un
punct M, numit punctul lui Mathot,

b) punctele A’ B', C’, D’ sunt conciclice;

c) daca O’ este centrul cercului circumscris triunghiului A’B’C’; atunci O’ este mijlocul
segmentului determinat de ortocentrele triunghiurilor XAB si XCD;

d) O’ este punctul lui Mathot al patrulaterului ABCD.

Solutie.

a) Fie O centrul cercului circumscris lui ABC'D. Se stie ca mijloacele laturilor lui ABC' D
sunt varfurile unui paralelogram, deci segmentele care unesc mijloacele a doua laturi opuse
au acelagi mijloc, G. Perpendicularele din O pe AB si C'D cad in mijloacele acestor la-
turi, astfel ca perpendicularele duse din mijloace, respectiv din O, pe doua laturi opuse
formeaza un paralelogram al carui centru este GG. Rezulta ca cele doua perpendiculare
duse din mijloacele a doua laturi opuse pe laturile opuse lor se intersecteaza in simetricul
lui O fata de G. Tot acolo se intersecteaza si celelalte doua perpendiculare.

b) Vom presupune unghiul AX B ascutit, celalalt caz fiind analog.

Patrulaterele ABA'B’, CDC'D’ si ABCD fiind inscriptibile, avem
/XD'C'=/XDC=/XAB=/XAB, deci A/B'C'D’ este inscriptibil.

c) Fie H; si Hy ortocentrele triunghiurilor X AB, respectiv XC'D. Daca O” este mijlocul
lui [H1H,|, cam O” apartine liniei mijlocii a trapezului HyB'HyD', O” apartine medi-
atoarei segmentului [B'D’]. Analog, O” apartine liniei mijlocii a trapezului A’H;C'H,,
deci mediatoarei lui [A’C’]. Cum A'C" si B'D’ nu sunt paralele, rezulta ca O” este tocmai
centrul cercului circumscris lui A’B'C'D’, adica O” coincide cu O'.

d) Avem ca LZAB'X = ZABX = ZDCX, deci A’'B’ || CD. Daca N este mijlocul lui
[AB], atunci NA" = N B’ (mediane in triunghiuri dreptunghice), deci N apartine media-
toarei lui [A’B’]. Cum si O" apartine acesteia, rezulta ca NO' 1. C'D. Analog se arata ca
O’ apartine perpendicularei duse din mijlocul lui [C'D] pe AB, deci O’ este chiar punctul
lui Mathot al patrulaterului.




Problema 4. In patratelele unitate ale unei table n x n se scriu n? numere naturale
cu suma S. O mutare consta din alegerea unui patrat 2 x 2 si marirea cu o unitate a
exact trei dintre cele patru numere din respectivul patrat.
Spunem ca numarul natural n este bun daca, pentru orice .S, exista o succesiune de mutari
care face numerele de pe tabla egale.
a) Aratati ca n = 6 nu este bun.
b) Demonstrati ca numerele 4 gi 1024 sunt bune.

Solutie.
a) Observam ca la orice mutare suma celor 36 de numere creste cu 3. Cum suma finala
trebuie sa fie un multiplu de 36, deci de 3, constatam ca daca suma initiala S nu era
divizibila cu 3 atunci sigur nu se poate ajunge la configuratia cu toate numerele de pe
tabla egale. Prin urmare 6 (si la fel se arata pentru orice multiplu de 3) nu este bun.
b) Alegem un numar dintr-un patratel oarecare. Se pot mari cele-
lalte 15 numere cu o unitate. De exemplu, daca numarul ales este in | A
patratul 2 x 2 din stanga sus, marim succesiv numerele din patratelele | A
notate cu B, apoi numerele din patratelele notate cu C, D i E. Infinal |[D
marim numerele din 3 din cele 4 patratele notate cu A (cu exceptia [ D
celui ales).
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Combinand 5 mutari, am obtinut o noua mutare care de fapt este echivalenta cu micgorarea
numarului ales cu o unitate.

Aplicand repetat noua mutare i alegand de fiecare data un numar de valoare maxima
numerele vor deveni egale.

Vom arata prin inductie dupa m € N ca pentru orice numar de forma 2™, m > 1, tabla
2™ x 2™ din care lipseste un patratel oarecare poate fi pavata cu trominouri (figuri formate
prin indepartarea dintr-un patrat 2 x 2 a unui patrat 1 x 1).

Verificarea pentru m = 1 este evidenta.

Presupunand afirmatia adevarata pentru n = 2™, o vom demonstra pentru n = 2™+,
impér’gim patratul in patru sferturi, adica in 4 patrate 2™ x 2™. Putem presupune fara
a restrange generalitatea ca patratelul lipsa se afla in sfertul din stanga sus. Restul
patratului 2™ x 2™ care formeaza sfertul din stanga sus il putem pava cu trominouri
(conform ipotezei de inductie). Din celelalte trei sferturi 2™ x 2™ indepartam patratelul
care se afla in centrul 2 x 2 al tablei mari, 2"+ x 2™+ Conform ipotezei de inductie,
fiecare din cele trei sferturi, privat de coltul central, poate fi pavat cu trominouri. In fine,
cele trei patratele unitare centrale care au fost indepartate pot fi si ele acoperite cu un
trominou. Inductia este astfel incheiata.

Pentru orice patratel vom compune din repetarea mutarii din enunt o ,,mutare-atom”
care mareste cu 1 numerele din fiecare patratel al tablei cu exceptia celui ales. Aplicand
in mod repetat aceasta ,,mutare-atom” asupra unuia din numerele cu valoare maxima de
pe tabla se va ajunge ca toate numerele de pe tabla sa fie egale.



