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Problema 1. Triunghiul ABC inscris in cercul cu centrul in O si raza R, are proprie-
tatea ca raza cercului A-exinscris este egala cu R. Daca D, E, F' sunt punctele de contact
ale cercului A-exinscris cu dreptele BC', C'A, respectiv AB, demonstrati ca dreptele OD
si FF' sunt perpendiculare.

Solutie. Fie T mijlocul arcului BC' de pe cercul circumscris lui ABC' care nu contine
punctul A. Fie I, centrul cercului A-exinscris. Atunci OT este mediatoarea segmentului
[BC], deci OT L BC i I,D 1 BC. De asemenea, OT = I,D = R, deci ODI,T este
un paralelogram. Rezulta ca OD || T1,, sau OD || Al,. Dar AE = AF si (A, este
bisectoarea unghiului Z/FAFE, deci AI, 1. EF. Prin urmare, OD | EF.

Problema 2. Fie a,b,c > 0 cu abc > 1. Demonstrati ca

1 1 1 1
- + <5
a3 +2084+6 BP+234+6 A4+2a2+6 " 3

Tonut Grigore



Solutia 1. Folosind c& a® + 0> +1 > 3ab si 0>+ 1+ 1> 3b obtinem c&
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Egalitatea are loc daca gi numai daca a =b=c = 1.
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Solutia 2. Scadem — din fiecare fractie din membrul stang.
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Ori (7) & 3(a*+b*+c*) +6(a®b? + b2 *+*a?) > a* +b*+c*+2(ab® +bc +ca®) +6(a+b+c)
care rezultd din 2(a* 4+ b* 4+ ¢*) > 2(ab® + bc® + ca®)
(imediata din inegalitatea rearanjamentelor) i

6(a?b? + b*c* + c*a*) > 6(ab - bc + be - ca + ca - ab) = 6abc(a + b+ ¢) > 6(a + b+ c).
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Ori (?) & 3(at+b'+ct)+6(a?b* +b2 2 +c2a?) > 2(a*+ b +c) + (ba® +cb>+ac®) +6(a+b+c)
care rezulta din a* + b* + ¢* > ba® + b + ac?
(imediata din inegalitatea rearanjamentelor) si
6(a?b* + b*c* + c*a*) > 6(ab - bc + be - ca + ca - ab) = 6abc(a + b+ ¢) > 6(a+ b+ c).
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Solutia 3. Folosind ci a® + 20 = a® + b3 + b® > 3ab?® si analoagele, este suficient sa
1 1
1.

<
ab2+2+bcz+2+ca2—l—2 -

Scazand 3 din fiecare din fractiile din membrul stang, inegalitatea revine la

demonstram ca
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ab? N bc? n ca’® -1
ab? 4+ 2abc  bc? 4 2abe  ca? + 2abe —

adica
b L c . a 51
b+2c c+2a a+2b
D b c a b? c? a?> CBS
arb+2c+c+2a+a—l—2l)_b2+260+02+2ca+a2+2ab -
(a+b+c)? _q
b2 +2bc+ 2+ 2ca+a? +2ab
Egalitatea are loc daca a =b=c=1.
Problema 3. Fie n un numar natural, n > 3,51 A = {2"—1,3"—1,...,(n—1)"—1}.

Daca niciunul din elementele lui A nu este divizibil cu n, aratati c¢’a n este liber de patrate.
Este n neaparat prim?

Marius Bocanu

Solutie. Daca niciunul din elementele lui A nu este divizibil cu n, vom arata ca n este
liber de patrate. Presupunem ca nu e cazul gi atuncin = p-a cu p prim si a > 1,p | a.
Ardtamcan | (a+1)"—1=a-((a+1)" '+ (a+1)"?+...+1). Cuma+1=1 (mod p),
rezultd (a+1)" '+ (a+1)" 2+ ...+ 1=n=0 (mod p).

Nu rezulta ca n este prim. De exemplu, pentru n = 3 - 5, niciunul din elementele lui
A nu este divizibil cu 15. Elementele din A corespunzatoare numerelor divizibile cu 3
sau 5 evident nu verifica, iar cele corespunzatoare elementelor congruente cu 2 (mod 3)
nu verifica deoarece ridicate la puteri impare raman congruente cu 2 (mod 3) si tot ce
ramane de verificat e ca 415 —1, 7% —1, 13 —1 nu sunt divizibile cu 5 care este imediat.

Remarca.
Evident, orice numar prim n are proprietatea din enunt. Dar n = 15 arata ca nu doar
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numerele prime au proprietatea din enunt. Problema arata ca numai numere libere de
patrate au proprietatea din enunt. In fine, n = 6 arata ca nu toate numerele libere de
patrate au proprietatea din enunt.

Problema 4. Initial, patratele unitate ale unei table 4 x 4 sunt vopsite in alb. O
mutare consta din alegerea unui dreptunghi format din 3 patrate unitate si din schimbarea
culorii fiecaruia din cele trei patrate din alb in negru sau din negru in alb. Este posibil
ca prin efectuarea mai multor mutari sa facem toata tabla neagra?

Olimpiada Cuba, 2003

Solutie.
Completam patratele unitare cu cate unul din numerele 1, 2, 3 astfel:
112131
213|112
31112(3
112131

Orice dreptunghi format din trei patrate unitate contine cate un patrat de fiecare fel,
astfel ca fiecare mutare va viza exact un patrat de fiecare fel. Initial avem 6 patrate albe
cu numarul 1, 5 patrate albe cu numarul 2 si 5 patrate albe cu numarul 3, adica in total
11 patrate albe pe care scrie 1 sau 2. O mutare nu schimba paritatea numarului total de
patrate albe care au etichete 1 sau 2, deci nu se poate ajunge la pozitia in care, in total,
sa avem ( patrate albe cu etichete 1 sau 2.

Agadar raspunsul este negativ.



