Societatea de Stiinte Matematice din Romaéania Ministerul Educatiei Nationale

Al cincilea baraj de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 28 mai 2015

Problema 1. Aratati ca numarul 1 se poate reprezenta ca suma unui numar finit
n de numere reale subunitare, nu neaparat distincte, care folosesc in scrierea lor
zecimala numai cifrele 0 gi/sau 7. Care este cel mai mic astfel de numar n?

Problema 2. Doi jucatori, A si B, iau alternativ pietre dintr-o gramada cu n > 2
pietre. Primul muti A care ia cel putin o piatra si cel mult n — 1 pietre. In conti-
nuare, fiecare jucator aflat la mutare trebuie sa ia minim o piatra si cel mult atatea
pietre cate a luat adversarul sau la precedenta mutare. Castiga jucatorul care ia
ultima piatra. Care jucator are strategie castigatoare?

Problema 3. Aratati ca daca a,b,c > 0si a+ b+ c=1, atunci

bc+a+1 ca+b+1 ab+c+1 39
+ + < —.
a?+1 b2+ 1 241 10

Problema 4. Consideram triunghiul ABC inscris in cercul w si punctul P in
interiorul sau. Dreptele AP, BP, respectiv C'P intersecteaza a doua oara cercul w
in punctele D, E, respectiv F'. Daca A’, B’, C’ sunt simetricele punctelor A, B, C
fata de dreptele EF, FD, respectiv DFE, aratati ca triunghiurile ABC si A’B'C’
sunt asemenea.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Bucuresti, 28 mai 2015
Solutii

Problema 1. Aratati ca numarul 1 se poate reprezenta ca suma unui numar finit
n de numere reale subunitare, nu neaparat distincte, care folosesc in scrierea lor
zecimala numai cifrele 0 gi/sau 7. Care este cel mai mic astfel de numar n?

prelucrare Dan Schwarz

1 -
Solutie. Avem - = 0, 142857, care trebuie reprezentat ca suma unui numar finit

n de numere reale subunitare, nu neaparat distincte, care folosesc in scrierea lor
zecimala numai cifrele 0 gi/sau 1. Se vede atunci ca trebuie n > 8; un exemplu
pentru n = 8 este

1=0,77777740,077777+0,070777+0,070777+0,000777+0,0007074-0,0007074-0,000700,

adica
1= T n T n 70777 n 70777 n 7 n 707 n 707 n 700
106 —1 106 — 1 106 — 1 106 — 1 106 — 1 106 — 1 106 — 1 106 —1°

Desigur, exista si alte, infinit de multe, reprezentari pentru n = 8, ca si pentru
valori n > 8.

Problema 2. Doi jucatori, A si B, iau alternativ pietre dintr-o gramada cu n > 2
pietre. Primul muta A care ia cel putin o piatra si cel mult n — 1 pietre. In conti-
nuare, fiecare jucator aflat la mutare trebuie sa ia minim o piatra si cel mult atatea
pietre cate a luat adversarul sau la precedenta mutare. Castiga jucatorul care ia
ultima piatra. Care jucator are strategie castigatoare?

Olimpiada Bulgaria, 1996

Solutie: S&a definim pozitia (a,b) ca Insemnand ,,cel care urmeaza la mutare
gaseste pe masa a pietre gi are voie sa ia cel mult b pietre”.

Vom demonstra c& pozitiile pierzdtoare sunt cele de formele (0, r) si (2"(2m-+1),r),
unde k,m € N, r € {1,2,...,2F — 1}

Deoarece porzitia initiala este (n,n — 1), pozitiile initiale pierzatoare sunt cele cu
m = 0, adica puterile lui 2. Concluzia va fi ca daca n este putere a lui 2 castiga al
doilea jucator, in celelalte cazuri castigand primul.

Sa observam ca:

- jocul se termina numai prin pozitii de forma (0, r)



- dintr-o pozitie de forma (2k(2m +1), 7“), 0 < r < 2* nu exista nicio mutare care
sa lase adversarul intr-o pozitie de aceeasi forma

- din orice pozitie care nu este de forma de mai sus exista mutare care sa il lase pe
adversar intr-o pozitie de forma (2¥(2m +1),7), 0 <r < 2",

e Daca dintr-o pozitie de forma (2k(2m - 1),7’), 0 < r < 2% s-ar putea ajunge
la (25(2p + 1),t), 0 < t < 2° acea mutare ar consta din luarea a t pietre,
deci 2°(2m + 1) —2°(2p+ 1) = ¢. Cum t < r < 2% rezultd cd s < k, deci
25 | 25(2m + 1) — 2°(2p + 1). Asadar 2% | ¢, ceea ce contrazice 0 < ¢t < 2°. In
concluzie, nu exista o asemenea mutare.

Evident, nici in pozitii final, (0, z), nu se poate muta.

e Din orice pozitie ramasa, adica (2’“(2m +1), r) cu r > 2F existd mutare care s il
lase pe adversar in pozitia (2"3 -2m, 2"3), evident pierzatoare. Pur si simplu trebuie
luate 2% pietre din gramada.

De aici se vede gi strategia castigatoare pentru jucatorul care are o asemenea strate-
gie: scoate mereu din gramada 2% pietre unde 2* este cea mai mare putere a lui 2
care divide numarul de pietre din gramada.

Problema 3. Aratati ca daca a,b,c > 0si a+ b+ c=1, atunci

bct+a+1 ca+b+1 ab+c+1 39
+ + < —.
a?+1 b2+ 1 241 10
Lucian Petrescu
Solutie:
Din @ + b+ ¢ = 1 obtinem a — a? = ab + ca si analoagele; deci inegalitatea de
demonstrat devine echivalenta succesiv cu:

bc+a+1 9 ab + be + ca 9
A ————— < - <
Z( a?+1 >_1O CZy; a?+1 — 10

“(Z0)- (Zah) =5

cyc

2
1 1
ab < - al ==
Z -3 (Z ) 3’
cyc cyc

pentru a demonstra ultima inegalitate, este suficient sa aratam ca

1 27 2 2 2
Dy S g & 2(abe) +17) (ab)?+TY at >3

cyc cyc cyc

Deoarece

2
& 27(abe)? — 34abe + 17 <Z ab) - 14Zab +4>0&

cyc cyc



2
& 17(17 — 27abe)? + 27 (7 —17) ab> > 4400 .
cyc
Ultima inegalitate este adevarata, intrucat

2
1 1 a+b+c\® 1
ngc ab < 3" (;yc G) =3 # abc < (T) =57

de unde rezulta ca

2
17(17 — 27abe)? > 4352 si 27 (7 —17y ab> > 48,
cyc

Egalitatea are loc daca gi numai daca a =b=c = %

Alta finalizare: Inegalitatea

Saricin ©
a?+1 710

cyc

1 o4 — 27a
<

poate fi demonstrata si astfel: se arata mai intai ca < , inegalitate
a’?+1 50
R 1\? (4 . X L
care este echivalenta cu | a — 3 3~ a | > 0. Apoi, adunand cu inegalitatile

analoage scrise pentru b si ¢, obtinem inegalitatea dorita.

Cum se poate gasi o asemenea majorare? Conditia din enunt, a + b+ ¢ = 1,
precum si faptul ca inegalitatea pe care vrem sa o demonstram se scrie f(a) +

27 1
FO) + £(0) < S50 unde fla) = .

tipul f(z) < max +n, Vo € (0,1). Observand ca in inegalitatea (x) avem egali-

ne sugereaza sa cautam o majorare de

y 1 I : L, . :
tate daca a = b = ¢ = 3 trebuie sa avem egalitate pentru x = 3 in inegalitatea
. . 27 . .
1 < (22 4+ 1)(mz + n). Trebuie deci ca m + 3n = —. Atunci inegalitatea prece-

1 10
denta se scrie (x — §) (mx2 + (% + n)x + Tm + g) >0,Vz e (0,1). Pentru

L . . 1 1
ca expresia din stanga sa nu isi schimbe semnul in — este necesar ca x = — sa

fie radacina si pentru polinomul de gradul IT din paranteza a doua. Acest lucru
ne conduce la o a doua conditie asupra lui m ¢i n: 2m +n = 0. Combinat cu

27 . 27 . 27
m+3n = —, obtinem m = —— gin = —.
10 ; 50 ° 25
1
Calculul de mai sus arata de fapt ca graficul functiei f : (0,1) — R, f(z) = oY
x

1
este situat sub tangenta la grafic in punctul de abscisa 3 (si asta fara ca f sa fie o



functie concava pe tot intervalul).

Problema 4. Consideram triunghiul ABC inscris in cercul w si punctul P in
interiorul sau. Dreptele AP, BP, respectiv C'P intersecteaza a doua oara cercul w
in punctele D, E, respectiv F'. Daca A’, B’, C’ sunt simetricele punctelor A, B, C
fata de dreptele EF, FD, respectiv DE, aratati ca triunghiurile ABC si A’B'C’

sunt asemenea. .
loan-Laurentiu Ploscaru

Solutie:

Vrem sa aratam ca APAB ~ APA'B’. Odata facut acest lucru problema se ter-
mina imediat deoarece, in mod similar, APBC ~ APB'C" si APCA ~ APC'A’,
iar reunind aceste trei bucati obtinem concluzia, eventual din cazul unghi-unghi.
(Va rezulta si ca punctul P se afla in interiorul triunghiului A’B’C’, deoarece
m(LA'PB"+m(£B'PC")+m(£LC'"PA") = m(LAPB)+m(£BPC)+m(/LCPA) =

360°.)
In mod evident APAE ~ APBD, de unde A—E = @ Dar, din simetrii, AE =

VE  BD PE  PD’
A'E si BD = B'D. Atunci PE = PD
Mai mult, m(LA'EP) = |m(LPEF)—m(LA'EF)| = |m(£LBEF)—m(LAEF)| =
im(LBDF) — m(LADF)| = |m(£LB'DF) — m(£LPDF)| = m(£B'DP).
PA PB

De aici rei i i a ANPA'E ~ APB'D, i i = i
e aici reiese imediat ca , lar mai departe P pp &

/APE = /B'PD = /ZA'PB = /ZEPD. Asadar AA'PB ~ AEPD, iar
cum AEPD ~ AAPB, concluzia reiese. (De fapt ultimul paragraf e o imediata
consecinta a fenomenului de omotetie rotationala.)




