Societatea de Stiinte Matematice din Romaéania Ministerul Educatiei Nationale

Al patrulea baraj de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 27 mai 2015

Problema 1. Fien € N, n > 4. Determinati multimile A = {a4, as, ..., a,} CN
care il contin pe 2015 si care au proprietatea ca |a; — a;| este numar prim, oricare
ar fi numerele distincte 4,5 € {1,2,...,n}.

Problema 2. Rezolvati in N* ecuatia
4%. 5" — 3¢ 114 = 1.

Problema 3. Consideram triunghiul ABC', cu AB # AC, si centrul [ al cercului
inscris in acesta. Fie M mijlocul laturii BC|, iar D proiectia lui I pe BC. Dreapta
AT intersecteaza cercul de centru M si raza M D in punctele P si ). Sa se arate
ca m(B/A\C’) + m(%) = 180°.

Problema 4. Avem n numere naturale nenule, a1, as, ..., a,, nu neaparat dis-
tincte, care au suma 2S. Numarul natural k£ se numeste separator daca se pot
alege k dintre numerele a; care sa aiba suma egala cu S. Care este numarul maxim
posibil de numere separatoare?

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Al doilea baraj de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 13 mai 2015
Solutii

Problema 1. Fien € N, n > 4. Determinati multimile A = {a4, as, ..., a,} CN
care il contin pe 2015 si care au proprietatea ca |a; — a;| este numar prim, oricare
ar fi numerele distincte 4,5 € {1,2,...,n}.

Lucian Petrescu

Solutie: Fie a1 < ay < ... < a,. Vom arata ca nu exista in multimea A trei
elemente de aceeasi paritate si conform enuntului va rezulta de aici ca multimea A
are exact patru elemente.

Daca prin absurd in A ar exista elementele x = 2k + 7, y =2l +r si z = 25 + 7,
unde k < [ < s gi r € {0;1}, atunci, conform principiului cutiei, ar rezulta ca cel
putin unul dintre numerele [ — k, s — k, s — [ ar fi par, deci cel putin unul dintre
numerele y —x = 2(l—k), z—x = 2(s—k) i z—y = 2(s —1) trebuie sa fie multiplu
de 4, deci numar compus, fals.

Asadar multimea A are patru elemente: doua pare si doua impare. Tratam separat
cele doua situatii, dupa cum cel mai mic element al multimii A este par sau impar.

1. A={2a,2b,2c+1,2d+ 1}, cu a < b i ¢ < d. Din enunt rezulta ca numerele

2b —2a = 2(b—a) si (2d+ 1) — (2c+ 1) = 2(d — ¢) sunt prime. Deci
b—a=d—c=1giprin urmare A = {2a,2a 4 2,2c + 1,2¢c + 3}.
Tot in baza enuntului obtinem si ¢ numerele (2¢ + 1) — (2a + 2) = 2n — 1,
(2c+1) —2a =2n+1si (2¢+ 3) — 2a = 2n + 3 sunt simultan prime, unde
n = c—a > 2. Vom arata ca acest lucru este posibil doar daca n = 2, valoare
ce va genera numerele prime 2n — 1 =3, 2n+ 1 =5¢gi 2n+ 3 = 7. Acest
lucru reiese imediat din analiza urmatoarelor trei cazuri:

(a) dacan =3m,cum € N, m > 1, atunci 2n+3 > 9 gi 2n+3 = 3(2m+1):3,
fals;

(b) dacan =3m+1, cumée N, m > 1,atunci 2n +1 > 9gi 2n+ 1 =
3(2m + 1):3, fals;

(c) dacan =3m+2, cum € N, atunci 2n —1 > 3§ 2n — 1 = 3(2m + 1):3,
deci m = 0, adica n = 2.

Prin urmare concluzionam ca n = ¢ — a = 2, deci obtinem multimile A =
{2a,2a 4+ 2,2a + 5,2a + 7}, pentru orice numar natural a.



2. A={2x+1,2y+3,22,2t+2}, cux < ysi z < t. Acelagi tip de rationament ca
in cazul anterior ne conduce la concluzia ca A = {2x+1, 2243, 2246, 2x+8},
pentru orice numar natural x.

Impunand, in final, conditia ca 2015 € A obtinem ca solutii multimile:
A; = {2008,2010,2013,2015}, A, = {2010,2012,2015,2017},
As = {2013,2015,2018,2020} si Ay = {2015,2017,2020,2022}.

Problema 2. Rezolvati in N* ecuatia
4¢.5° —3¢. 117 = 1.
Alexandru Mihalcu

Solutie:

Analizand ecuatia mod 3, obtinem: 5° = 1 (mod 3), de unde rezultd ci b este
par. Fie b = 2z (z € N*). Obtinem: (2%-5% —1)-(2*-5% + 1) = 3°-11¢. Cum
cmmde(2% - 5% — 1,2% - 57 + 1) = 1, avem trei cazuri:

1. 22-5% —1 =1, 2%.5% +1 = 3°- 11%, prima dintre cele dou# relatii neavand
solutii in N*.

2. 2%.5% —1 =114 29.5% + 1 = 3¢, prima relatie fiind falsa (modulo 5 se reduce
la —1=1).

3. 2¢.5%+1 =114, 2%.5% — 1 = 3¢ scazand cele doua relatii, obtinem 11¢ — 3¢ = 2.
Analizand mod 3, obtinem 2¢ = 2, deci d este impar. Analizand ultima relatie
modulo 4, obtinem 3¢ = 1, deci ¢ este par. Atunci 2*-5* = 3°+ 1 = 2 (mod 4)
implica a = 1 gi deci 2- 5% = 3°+ 1.

Fie ¢ = 2k (k € N*). Modulo 10, rezulta k impar. Conform Lifting The Exponent
Lemma, x = vs(2 - 5%) = v5(1¥ + 9%) = v5(10) + vs5(k) = 1 + vs(k), deci 5°71|k.
Daca x =1 obtinem b =2, ¢ =2, d=1.

Dacd z > 1: 2-5° =98 +1> 95" 41, fals.

Obtinem singura solutie: a =1, b=2, ¢ =2, d=1.

Altd finalizare la cazul 3: scazand cele doua relatii, obtinem 119 — 3¢ = 2; analizand
mod 3, obtinem 2¢ = 2, deci d este impar. Din prima ecuatie, modulo 4, rezulta
a=1525"=119-1= (11-1)(11% 4. . . +11+1), deci 5* 1 = 11971+, . . +11+1.
Atunci z = 1sau 5 | 11971 + ... + 11 + 1. Ultimul caz implica 5 | d, dar atunci

119+ . 4+ 11+1:11% 4 ...+ 11 4 1 care nu e putere a lui 5.

Problema 3. Consideram triunghiul ABC', cu AB # AC, si centrul [ al cercului
inscris in acesta. Fie M mijlocul laturii BC', iar D proiectia lui I pe BC'. Dreapta
Al intersecteaza cercul de centru M si raza M D in punctele P si (). Sa se arate
ca m(B//E’) + m(P/]\/RQ) = 180°.



Laurentiu Ploscaru

Solutia 1:

Fara a restrange generalitatea problemei, presupunem ca AB < AC' gi AP < AQ.
Consideram punctele E si F in care cercul inscris e tangent la laturile AC, respectiv
AB, apoi punctele {P'} = DEN AI si {Q'} = DF N Al. Vrem sa aratam ca
MP" || AC i M@Q' || AB, iar mai apoi ca P = P’ i Q = ', ceea ce ar implica in
mod trivial cerinta problemei.

Sa observam ca m(@) = 180° — m(@) = 90° — m(A/C'\B)/2, in timp ce faptul
ca ACED este isocel in C' ne da relatia m(@) = 90° — m(A/C\B)/2 Prin
urmare, PIB=PDC , iar patrulaterul BDP'I este inscriptibil, de unde reiese ca
BP 1 Al. -

Fie acam N mijlocul laturii [AB]. Avem AP'N = P’AN = P'AC, agadar NP’ ||
AC. De asemenea MN || AC, MN fiind linie mijlocie in AABC. Prin urmare
punctele M, N, P" sunt coliniare, iar M P’ | AC. In mod similar se arati ci
MQ' || AB.

Cum ACDE este isoscel in C, iar M P’ este paralela la latura AC, din teorema fun-
damentala a asemanarii rezulta ca si AP'M D este isoscel in C', deci M D = M P’,
iar in mod analog se obttine ca M D = M@'. Or asta inseamna ca M este centrul
cercului ®(DP'Q’), iar demonstratia se incheie.

Solutia 2: Fara a restrange generalitatea problemei, presupunem ca AB < AC si

AP < AQ Fie R plclorul bisectoarei din A. Atunci MP = M@ = ]\/[D 2—(p—
b) = 5¢, deci ML = < Pe de alta parte, RM = RC — MC = m — %= 32213

unphca }g‘g = bc Mg iar unghiul R este obtuz si comun, din cazul LLU rezulta

20
ARMP ~ ARCA, deci PM || AC.

Analog se arata ca 1;_1\1;1 = %g. Cum unghiurile ZBAR si ZMQ@P sunt ascutite,

din cazul LLU rezulta ca ARMQ ~ ARAB, deci QM || AB.




Solutia 3: Fara a restrange generalitatea problemei, presupunem ca AB < AC
si AP < AQ. Fie BP' L AI, P' € Al si {S} = BP'n AC. In triunghiul
ABS, AP’ este bisectoare gi inaltime, deci gi mediana, adica P’ este mijlocul lui
[BS]. Atunci [M P’] este linie mijlocie in triunghiul BC'S, deci MP' || AC. Fie
Q' proiectia lui C' pe AI. Ca mai sus rezulta M@’ || AB. Vom demonstra ca
MP' = M@ = MD, de unde va rezulta ca P = P’, () = Q' i apoi concluzia.
Patrulaterul BIP'D este inscris in cercul de diametru [AI], deci m(£LDP'Q’) =
m(ZIBD) = $m(£B). Atunci m(ZDP'M) = m(ZDP'Q") + m(£LQ'P'M) =
Tm(£B) + t m(£LA). Cum m(£LP'MD) = m(£C), din triunghiul DP’'M rezulta
i m(LP'DM) = 180° — m(£C) — MEAFmEB)  mZAImEB) — yy(/ DP'M),
deci MP'= MD. Asemanator se arata ca M@Q' = M D.

Problema 4. Avem n numere naturale nenule, ai, as, ..., a,, nu neaparat
distincte, care au suma 2S. Numarul natural &£ se numeste separator daca se pot
alege k dintre numerele a; care sa aiba suma egala cu S. Care este numarul maxim
posibil de numere separatoare?

Concursul Arany Ddniel, Ungaria, 2012, prelucrare

Solutie:

Daca k este separator, atunci si n — k este separator.

Daca 1 este separator, atunci nu putem avea alte numere separatoare in afara de
lsin—1.

Pentru n = 1 nu putem avea niciun separator. Pentru n = 2, doar 1 poate fi sepa-
rator (in cazul in care cele doua numere sunt egale); pentru n = 3 doar 1 si 2 pot
fi separatori (de exemplu in cazul numerelor 1,2,3; 1+ 2 = 3); pentru n = 4 putem
avea cel mult doi separatori, pe 1 si 3, de exemplu in cazul numerelor 1,2, 3,6, cu
14243 =6. Aratam ca, pentru n > 5, numarul maxim de separatori este n — 3
si anume in cazul in care toate numerele 2,3, ..., n — 2 sunt separatori.

Acest maxim se realizeazi,de exemplu, pentru numerele 1,1,1,1,2,2,4,4,...,22,
2=2 daca n = 2k si pentru 1,1,2,2,2,4,4,...,2"1 281 daca n = 2k + 1.

In cazul n = 2k avem 25 = 2%, deci S = 21 care se scrie S = 282 4 2k—2 —

k=2 p k=3 L ok=8 = =2F2 40k 4 424141
In cazul n = 2k + 1 avem 25 = 2F+1 deci § = 2* si putem scrie S = 281 4 2k—1 =
Rl oh=2 4 Ok=2 = =kl ok=2 4 424141,
Remarca: Aceste exemple, precum gi altele similare, pot fi descoperite printr-un
rationament inductiv de pas 2: daca pentru un n am gasit deja numere ay, as, . . ., a,

pentru care toate numerele de la 2 la n—2 sa fie separatori (a1 +as+. . .+a, = 25,),
atunci pentru n+2 putem proceda astfel: adaugam doua numere egale a,,11 = a,12.
Noua suma totala va fi 25,,7 = 25, + 2a,41. Distribuind cate unul din nu-
merele a,,1 §i a,io In fiecare din sumele care dadeau S,, vom obtine sume de



3,4,...,n — 1 termeni care dau 5,1, deci 3,4,...,n — 1 sunt separatori oricum
am alege a, .1 = a,.2. Pentru ca 2 si n sa fie separatori, alegem a,,.; = 5, € N*.
Atunci a1 + apyo = any1 + S, = Spp1 deci si 2 (si deci i n) sunt separatori.



