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SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

CLASA a X-a

Problema 1. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia
lz—|z4+1||=|z+ |z = 1]].

Solutie. Notdm 2 = a+bi,a,b € R. Ecuatia se scrie (a — |z +1])? +b* =
(a+ |z —1])> +? de unde a — |z + 1| = £(a + |z — 1]).

.............................................................. 3 puncte
Obtinem 2a = |z + 1| — |z — 1], echivalent cu 2a = /(1 + a)? + b> —
(1—a)?+ 0%
............................................................... 1 punct
Se observa ca a = 0 verifica, si orice z = bi, b € R este solutjie.
............................................................... 1 punct

Pentru @ # 0, inmultind cu /(1 +a)? 4+ 0? + /(1 — a)? + b?> deducem
cd (14+a)2+02+/(1—a)?+b? =2 deunde /(1+a)2+b =1+asi
(1—a)P+0?=1-a.
............................................................... 1 punct
Pentru |a| > 1 nu avem solutii. Pentru a € [—1,1] obtinem b = 0, deci
orice z = a, a € [—1, 1] este solutie.

Problema 2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia

Solutie. Sa observam ca x = 2 este solutie.

............................................................... 1 punct

Vom arata ca aceasta solutie este unica. Pentru x > 2 avem (3/5)" +
(4/5)® < (3/5)* + (4/5)? = 1, de unde 5*/(3% + 4%) > 1, deci membrul stang
este mai mare strict decat 3.

Pe de alta parte, (7/25)" + (24/25)" < (7/25)* 4+ (24/25)* = 1, de unde
257 /(7 424%) > 1 i logy )9 (1 +/25% /(7% + 24””)) <logy ;2 = —1. Rezulta
ca membrul drept este mai mic strict decat 3, deci ecuatia nu are solutii in
multimea (2, 00).




Problema 3. Fie numerele naturale nenule p si n, unde p > 2, si fie
numarul real a astfel incat 1 < a < a+n < p. Sa se arate ca multimea
{{logy x] + [loggz] + - -+ + [log,z] | s € R,a < x < a+n} are exact n + 1
elemente.

Solutie. Notam f(z) = >} _,[log,z] si M = {f(z) | z € [a,a + n]}.
Aratam ca f(z) = f([z]), z € [1,00), prin urmare M = {f(z) | z € S}, unde
multimea S = {[al],[a] + 1,...,[a] + n} are exact n + 1 elemente.

Intr-adevér, pentru z € [1,00) si k > 2 natural, avem echivalenta [log), x] =
re N« k" <z <k Cum k" este numir natural, avem k" < [x] <
r < k™1 deci [log,[z]] = [log, x]. Sumand dupa k = 2,3,...,p, rezults ci
f(x) = f([z]), oricare ar fi x € [1,00).

Ramane de aratat ca f(s) < f(s+ 1), oricarear i s € S, s < [a] +n <
p. Din monotonia functiei logaritm si a functiei parte intreaga deducem ca

[logy(s + 1)] > [logy, s].

Fiese S,s<[a]+n<p. Avems+1¢€{2,3,...,p}si f(s+1)—f(s) =
iz ([logy.(s + 1)] — [logy. s]) = [log,, (s + 1)] = [log,yy s] = 1, de unde
f(s+1) > f(s) si solutia este completa.

Problema 4. Sa se determine functiile f : Q@ — Q cu proprietatea ca
flx+3f(y)) = f(x) + f(y) + 2y, pentru orice z,y € Q.

Solutie. Functiile fr : Q — Q, k = 1,2, definite prin fi(z) = x s
fo(z) = —2x/3 verifica cerinta. Vom arata ca acestea sunt singurele solutii.

Inlocuind y cu y — 3f(y) in relatia data, avem f(z — 6y) = f(x) — 2y +
2(y — 3f(y)), de unde f(x — 6y) = f(x) —6f(y), oricare ar fi z,y € Q.
............................................................... 1 punct
Pentru z = y = 0 obtinem f(0) = 0. Pentru z = 6y obtinem f(6y) =
6f(y), oricare ar fi y € Q.
............................................................... 1 punct
Atunci f(x — 6y) = f(x) — f(6y), de unde, pentru u = 6y si v = x — 6y,
rezulta ca f(u+v) = f(u) + f(v), oricare ar fi u,v € Q.
............................................................... 1 punct
Deducem ca f(z) = zf(1), z € Q. Relatia din enunt impune 3f%(1) —
2f(1)—1 =0, prin urmare f(1) = 1 sau f(1) = —2/3, ceea ce incheie solutia.
............................................................... 1 punct



