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Problema 1. Fie n un numar natural nenul. Determinati toate numerele naturale
nenule p pentru care exista numerele naturale nenule z; < x5 < ... < x,, astfel incat

1 2 n
—+—+ ..+ — =D
T1  Ta T,

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule x, y, z astfel incat 7 4+ 13¥ = 8>.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Aratati ca tangenta comuna ex-
terioara a cercurilor inscrise in triunghiurile ABC' si respectiv BC'D, diferitda de BC, este
paralela cu AD.

Problema 4. Determinati toate numerele naturale n > 2 care au proprietatea:
exista o permutare {ay,as, ...,a,} a mullimii {1,2,...,n} pentru care numerele

aq + Q9 + ...+ ag, k = 1, 2, ...n,

dau resturi distincte la impartirea cu n.
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Solutii

Problema 1. Fie n un numar natural nenul. Determinati toate numerele naturale
nenule p pentru care existd numerele naturale nenule z; < x5 < ... < x,, astfel incat

1 2 n
—+—+ ..+ — =D
T X2 T,
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Solutie. Sa numim bune numerele p pentru care exista o scriere ca in enunt. Deoarece

1<x1 <a9 < ... <y, atunci x, > k, adica — < 1, pentru orice k = 1, n, deci
Tk

1 2 n
—+ =+ ..+ —<n
T T2 Iy
Ca urmare, numerele bune sunt cuprinse intre 1 si n.
Vom arita cd orice numar p € {1,2,...n} este bun. Evident, n este bun (pentru zy = k)
si 1 este bun (pentru x; = kn). Pentru 2 < p < n — 1, putem scrie:

"k 1 2 p—1 p n
o=+ =+ 1 =),
T T1  To T x T

k=1 p-1 p

Vom alege numerele 1, xs, ..., x,, astfel incAt suma numerelor din prima paranteza de
mai sus sa fie egala cu p — 1, iar suma numerelor din a doua paranteza sa fie egala cu 1.
k, 1<k<p-1

Acest lucru se poate face pentru z;, = { k(n—p+1), p<k<n

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule x, y, z astfel incat 7 4+ 13¥ = 8*.
Lucian Petrescu

Solutie. = Reducénd ecuatia modulo 3 si respectiv modulo 4 rezulta ca = si z sunt
impare; deci z = 2m + 1 si = 2n + 1, cu m,n € N. Ecuatia devine 72"*! 4 13v = 82m+1,
a) Dacd n = 3s, cu s € N, ecuatia devine 75%1 4 13¥ = 82m+1 g

70 4 13Y =7.343% =7-25° =7 (—1)° (mod 13),

iar 82t =8.64™ =8 (—1)™ (mod 13); deci in acest caz nu avem solutii.

b) Dacd n = 3s + 2, cu s € N, obtinem 7575 + 13¥ = 8*+l; cum 70t° + 13¥ =
49 - 34321 = 50-25° = 11 (—1)° (mod 13) si 82" =8-.64™ = 8- (—1)™ (mod 13); de aici
rezulta ca nici in acest caz nu avem solutii.

c) Dacd n = 3s+ 1, cu s € N, obtinem 75%3 4 13¥ = 82™*1 sau

(22m+1 - 728+1) (42m+1 + 22m+1 . 728+1 + 4928+1) — 13y



Notand a = 221 b = 7%%1 se aratd ugor cd (a — b, a®> +ab+ V%) =1, decia —b =1
si a2+ ab+b? = 13V.

Din prima relagie obtinem 22m+1 = 725+141 deci 22"+ = 8-(7* — 7> 14 ... -7+ 1) &
22m=2 — 725 72—l 741, fals pentru m > 2, deoarece membrul drept este impar.

Agadar m = 1; rezulta cd s = 0; concluzionam cd x = z =3 gi y = 2.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Aratati cd tangenta comuna ex-
terioara a cercurilor inscrise in triunghiurile ABC' i respectiv BC' D, diferita de BC, este
paralela cu AD.

Stefan Spataru

Solutie. Fie I, respectiv I, centrele cercurilor inscrise in triunghiurile ABC' si respectiv
BCD, iar t cealaltd tangenta exterioara a celor doud cercuri. Daca AD || BC, atunci si ;15
e paraleld cu ele; presupunem in continuare ca AD }f BC.

Cum tangentele exterioare a doua cercuri sunt simetrice fata de linia centrelor, inseamna
cat, BC si I11, sunt concurente, intr-un punct notat U. Notam cu V' punctul de intersectie
al dreptelor AD si BC.

Intrucat m(ﬁl\C) = 90° + m(B/fE‘) = 90° + m(B/D\C) = m(B/Ig\C), rezultd cd patru-
laterul BCI,1; este patrulater inscriptibil. Intrucat:

—

m(hUB) — % (m(CL) ~m(BL)) = m(BBO) — m(T.OB) = % (m(DBC) ~ m(ACB)) =

1 — — 1 —
= 3 (m(Do) - m(AB)) = Sm(AVB),
adici m(AD, BC) = 2m(I, Iy, BC).

Cum BC i t sunt simetrice fatd de Iy I, rezultd m(t, BC) = 2m(I, 15, BC) = m(AD, BC),
decit || AD.

Problema 4. Determinati toate numerele naturale n > 2 care au proprietatea:
exista o permutare {ay,as, ...,a,} a mullimii {1,2,...,n} pentru care numerele

a1+ as+...+ap, k=1,2,..n,

dau resturi distincte la impartirea cu n.
Emil Vasile

Solutie. Fie n un numir cu proprietatea din enunt. Pentru fiecare k = 1,n, fie 7y,
restul impartirii numarului s, = a1 + as + ... + a la n.

Vom arata ca a; = n. Presupunind contrariul, exista £ > 2 astfel incat a, = n, rezulta
Sk = Sg—1 +n, deci n | s, — sx_1, adicd rp = ri_1, absurd. Asadar a; = n si atunci r; = 0.

N R nin-+1 5 . . o .
Intrucéat s,, = M, dacd n ar fi impar, atunci ar rezulta ca n | s,,, deci r,, =0 =19,

contradictie. Asadar, este necesar ca n sa fie par. Vom arata ca este si suficient. Pentru
aceasta, fie n € N* un numaér par si permutarea {ay, as, ..., a,} , definitd prin

| n+1—k, Fkimpar
TN k-1, k par



Demonstram ca aceasta permutare are proprietatea din enung. Pentru orice k € 1, § avem:

Sop_1 = Cl1+a2+...+agk,1:k(n—1>—|—1;
Sop = Q1+ as+...+ayg =k(n+1),

deci
kn —(k—1 kE—1 =1
1
o ryp=k(n+1)—n @} Zk(n+1)—n~{/€+§} =k(n+1)—nk=E.

Este evident ca dacd a,b € {1,2,...,m — 1} au aceeagi paritate, atunci r, # ry. Pre-
supunand ca exista k,j € 1, 5 astfel incat rop_1 = 19, ar rezulta j = 0sau j =n — k + 1,

12
imposibil.
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