Clasa a VIII-a

Problema 1. Se considera numerele naturale a, b gi n, cu cmmdc(a,n) =
1. Calculati

{a+b} {2a+b} {3a+b} {na+b}
S, = + + 4o ,
n n n n

unde {2} desemneaza partea fractionara a numarului real x.
ViitoriOlimpici.ro
Solutie. Folosind teorema Impartirii cu rest, avem ca, pentru orice k €
{1,2,3,...,n} :== A, exista gy, 7 € N, cu 0 < rp < n, astfel incat ka + b =
n-qp+ Tk 2p
Presupunand, prin reducere la absurd, ca exista k,j € A,k # j, astfel
incat r + k& = r;, am ajunge la ka +b—n-q. = ja+b—n-q;, adica la
a(k — j) = n(qr — q;). Ar rezulta atunci ca n | a(k — j), iar cum (a,n) = 1,
am obtine ca n | k—j, ceea ce este imposibil cu k,j € {1,2,3,...,n} cu k # j.
2p
Rezulta agadar ca numerele ka+b,k € {1,2,3,...,n}, dau resturi distincte
doua cate doua la impartirea la n, adica {ry,rq,...,7,} = {0,1,2,...,n — 1}.

2p
Avem atunci ca
r r n 0 n—1 n—1n n-—1
Sp=— 4 === _{n=bn_
n n n o n n 2n 2
1p

Problema 2. Determinati toate perechile de numere naturale (m,n)
pentru care numarul

N:22n_32m+2n+2+6

este suma a doua numere naturale prime.
Prelucrare Gazeta Matematica

Solutie. Daca n = 0, atunci N = 11 —3?™ care este numar natural pentru
m € {0,1}.

Pentrum =0, N=10=3+T7.

Pentru m = 1, N = 2, care nu poate fi scris ca suma de doua numere
naturale prime. 1p

Daca n > 0, numarul NV este impar, deci el se va scrie N = 2 4 p, unde p
este numar natural prim.

Obtinem



1p
Deoarece 2" 4+ 3™ +2 > 1, rezulta ca 2" — 3" +2 =151 2"4+3" 4+ 2 = p.
Din relatia 2" — 3™ + 2 = 1 se obtine 2" + 1 = 3™. Deducem ca n este

impar. 1p
Pentru n = 1, obtinem m = 1. 1p
Pentru n > 3, rezulta ca 2" + 1 = My + 1 si, cum 3™ = My + (—=1)™,
deducem ca m este par. 1p

Avem 2" = (3¥—1)(3*+1), unde m = 2k. Obtinem n = 3 si k = 1, adica
m = 2.

Pentru m = 2 si n = 3, obtinem p = 19.

In concluzie (m,n) € {(0,0),(1,1),(2,3)}. 2p

Problema 3. Se considera tetraedrul ABC'D in care AB = 4b, BC' =
a+b, AC = 4a,BD = 2b, DC =2asi ZDAB = ZDAC, unde a,b > 0,a # b.
Aratati ca:

a 3 5\
a3 € (3’ 5)7

b) punctul D se proiecteaza pe planul (ABC') in centrul cercului inscris
triunghiului ABC.

Solutie. a) In triunghiul ABC avem AB + BC > AC, deci a + bb > 4a,

a
d de - < —. 1
euneb<3 P

Deasemenea, AC'+ BC' > AB, deci 5a+ b > 4b, de unde C—; > % Rezulta
a 35

ca g € g, § . ]_p
b) Fie AD = x > 0. Aplicand teorema cosinusului in triunghiul ADC,
2 12 2
obtinem cos DAC' = :c;——a > 0. Analog, in triunghiul ADB, obtinem
ax
2+ 1267
cos DAB = e > 0.

x
Cum unghiurile ZDAC si ZDAB sunt congruente si ascutite, rezulta ca
semidreapta [AD se proiecteaza pe planul (ABC') dupa bisectoarea unghiului

LCAB. 1p
Din cos DAC = cos DAB, obtinem x = 2v/3ab. 1p
h—
Din triunghiul AD B, obtinem cos ABD = L 4b3a > 0, iar din triunghiul
DBC obtinem cos CBD = ob—3a > 0.

Cum unghiurile ZABD si ZC'BD sunt congruente si ascutite, rezulta ca
semidreapta [BD se proiecteaza pe planul (ABC') dupa bisectoarea unghiului
LABC. 2p

Deducem ca punctul D se proiecteaza pe planul (ABC) in centrul cercului
inscris triunghiului ABC. 1p



