Clasa a VII-a

Problema 1. a) Determinati numerele intregi x si y care verifica relatia
2 +y?=a+y+ay.

b) Ardtati cd ecuatia 22 + y? = x + y + zy + 2013 nu are solutii intregi.

c) Aridtati ca ecuatia 2® + y? = x + y + 2y + 2014 nu are solutii intregi.

d) Aratati ca exista o infinitate de valori naturale ale lui n pentru care
ecuatia 22 + y? = x + y + 2y + n are solutii Intregi si ca existd o infinitate
de valori naturale ale lui n pentru care ecuatia de mai sus nu are radacini
intregi.

Gazeta Matematica

Solutie. a) Inmultind ecuatia cu 2, ea se scrie echivalent (z — y)? + (z —
1)> 4+ (y — 1)*> = 2. Deducem c& doud dintre patrate sunt 1, iar cel de-al
treilea este 0.
e Dacd (x —y)? =0, (x —1)? = (y — 1)? = 1 obtinem solutiile x = y = 0 si
r=y=2.
e Dacd (x —1)2 =0, (z —y)* = (y — 1)? = 1 obtinem solutiile z = 1,y = 0
siz=19y=2.
e Daci (y — 1)2 =0, (r —y)? = (z — 1)? = 1 obtinem solutiile z = 0,y = 1
siz=2,y=1. 1p

b) Inmultind ecuatia cu 2, ea se scrie echivalent (z —y)2 + (. —1)2 + (y —
1)? = 4028. Deoarece 4028 = M4, cele trei patrate trebuie si fie pare, deci
x,y impare. Dacd z = 2a+1si y = 20+1, ajungem la (a—b)?>+a*+b* = 1007.
Cum 1007 = M4+ 3, a — b, a si b ar trebui sa fie toate trei impare, ceea ce
nu se poate. Asadar ecuatia nu are solutie. 2p

¢) Inmultind ecuatia cu 2, ea se scrie echivalent (z —y)?+ (z — 1)2 + (y —
1)? = 4030, care da restul 1 la impartirea cu 3. Pe de alta parte, uitandu-ne
la resturile posibile la impartirea cu 3 ale numerelor z —1 si y — 1, constatam
ca expresia (r — y)? + (x — 1)% + (y — 1)? d& restul 0 sau 2 la impartirea cu
3. 2p

d) Dacdn = 4k+1, k € N, ca mai sus se ajunge la (z—y)*+(z—1)2+ (y—
1)? = 8k + 4. Trebuie ca x,y si fie impare si, daci x =2a+ 1 i y = 20 + 1,
ajungem la (a —b)? +a® +b? = 2k + 1, adicd la 2(a® — ab+b?) = 2k + 1, care
nu are solutii pentru ca un numar par nu poate fi egal cu un numar impar.
Asadar pentru n = 4k + 1, k € N, ecuatia nu are solutii. 1p

Pentru orice n de forma k% — 2k cu k € N, k > 2, ecuatia are solutiile
r =y = k. Deoarece expresia k* — 2k = k(k — 2) creste odati cu k, pentru
valori diferite ale lui k expresia k? — 2k ia valori diferite, prin urmare exista
o infinitate de numere naturale n (cel putin cele de forma k% — 2k) pentru
care ecuatia are solutii. 1p



Problema 2. Ana a scris 34 de numere naturale pe cate un cartonas si
a plasat cartonasele cu fata in jos, pe o masa. Intr-o mutare, Bogdan poate
sa intrebe care este paritatea sumei numerelor scrise pe 7 cartonase alese de
el. Care este numarul minim de mutari dupa care Bogdan poate determina
paritatea sumei tuturor celor 34 de numere scrise pe cartonase.

Solutie. Vom arata ca minimul cerut este 6.

Este evident ca Bogdan nu poate afla paritatea sumei numerelor de pe
cele 34 de cartonase fara ca fiecare cartonas sa fi fost vizat macar de una din
mutarile facute. Vedem astfel ca sunt necesare cel putin 5 mutari. 1p

Daca Bogdan face 5 mutari, el va afla informatii despre 35 de cartonage.
Atunci fie va exista un cartonag despre care Bogdan nu are nicio informatie
(si atunci Bogdan nu are cum sa determine paritatea totala), fie cele 35 de
cartonage vizate de mutarile lui Bogdan, cuprind 34 de cartonase diferite,
unul dintre acestea fiind numit de Bogdan in doua mutari diferite. Fie x
numarul scris pe cartonasul numit de Bogdan de doua ori in cele 5 mutari ale
sale. Fie a, b numere scrise pe cate un cartonas implicat in prima, respectiv
a doua mutare care il implica si pe x. Daca am schimba paritatea fiecaruia
dintre numerele z, a, b, raspunsurile primite de Bogdan nu se vor schimba (la
fiecare din cele doua mutari, doua cartonase si-au schimbat paritatea, deci
suma celor 7 numere vizate de respectiva mutare nu si-a schimbat paritatea).
In schimb, suma totald isi schimba paritatea (trei termeni, =, a si b, isi
schimba paritatea), agsadar Bogdan nu poate sti paritatea sumei totale, deci
5 mutari nu sunt suficiente. 3p

In continuare demonstram ci din 6 mutéri Bogdan poate determina par-
itatea sumei totale.

Fie z1, 2o, ..., 34 numerele de pe cele 34 de cartonage. Bogdan poate, de
exemplu, face mutari astfel incat sa afle paritatea sumelor:

1) S1 =21 +2xo+ ... +x7

So =g+ Tg+ ...+ T14

3 =I5 +Tig+ ...+ T

4= T2 + X3 + Tog + T31 + T32 + T33 + T3q

S5 = Tgs + T + Tor + T31 + T32 + T33 + Tag

S6 = Tog + Tog + T30 + T31 + T32 + X33 + T34.

Atunci Bogdan cunosste paritatea sumei s + So + 53+ S4 + 55+ Sg + 57 =
T1+To+.. .+I30+3(Z‘31 +(E32+l’33+$34) =T +To+.. .+$34+2(SL’31 + T30+
T334 T34), SUMA care are aceeasi paritate ca si suma numerelor de pe cele 34
de cartonage, deci Bogdan cunoasgte paritatea sumei celor 34 de numere. 3p
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Problema 3. In interiorul patratului ABCD se considerd doud puncte,
M si N, astfel incat m(LMAN) = m(LMCN) = 45°, M €Int(LNAD,).
Suprafetele triunghiurilor M AD, MCN si NAB se coloreaza cu rosu, iar
suprafetele triunghiurilor MCD,; M AN si NCB se coloreaza cu albastru.
Aratati ca suprafata colorata cu rosu si suprafata colorata cu albastru au

aceeagl arie. ViitoriOlimpici.ro
Solutie.
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Construim, ca in figura de mai sus (cea din dreapta), in exteriorul patratului,
triunghiurile ADCN’" = ABCN si AABM' = AADM, cu alte cuvinte
,,rotim” triunghiurile CN B st AM D cu 90° in sensul acelor de ceasornic, in
jurul punctului C', respectiv in jurul punctului A. 2p

Atunci m(LMCN') = m(LMCD) + m(£DCN'") = m(£LMCD) +
m(£LBCN) = 90° — m(LMCN) = 45° i, analog, m(ZNAM') =
m(LNAM) = 45°. Cum CN’' = CN si AM’' = AM (din constructie),

rezulta ca AMCN' = AMCN i ANAM' = ANAM (L.U.L.). 2p
De aici rezulta ca MN' = MN = M'N, deci i AMDN' = AM'BN
(L.L.L.). 1p

In concluzie, avem ca aria suprafetei albastre (din interiorul patratului)
este
Aapen + Aacom + Aavan = Aapen' + Aacom + Aanvan =
Aaven + Aavipn' + Aavany = Aaven + Aavrsy + Aamvran =
Aanven + Aaans + Aaavrs = Aavon + Aaans + Aaamb,

adica egala cu aria suprafetei rosii din interiorul patratului. 2p



