Clasa a XII-a

Problema 1. Fie A un inel cu proprietatea ca pentru orice elemente
a,b € A au loc egalitatile (a + b)* = a® +b* i (a +b)® = a® + b3, Aratati ca:

i) a® € Z(A)(centrul inelului A), Va € A.

ii) ab(a +b) =0, Ya,b € A.

iii) (a +0)" = a™ 4+ b", Va,b € A.

Solutie. Din relatiile din enunt rezulta imediat ca

ab+ba=0 si a*b+b’a=0
pentru orice a,b € A. Atunci
a’b = —aba = ba®, Ya,b e A,
astfel c& a? € Z(A), Va € A. De asemenea,
ab(a +b) = aba + ab® = —a*b — b*a = 0, Va,b € A.

Ultima afirmatie o demonstram prin inductie dupa n € N*. Conform enuntului,
ea este adevarata pentru 1 < n < 3. Sa presupunem ca ea este adevarata
pentru orice intreg pozitiv m < n si sa o demonstram pentru numarul n > 4.
Daca n = 2k este un numar par, atunci conform ipotezei de inductie avem
ca:

(@+0)" = ((a+0?)" = (@+ ) =a® +0* =a" + 1" ,Va,be A
Daca n = 2k + 1 este impar, atunci

(a+b)" = (a+b)"(a+b)f = (""" +b")(a" +bF) =
_ a2k+1 + b2k+1 + ak—i—lbk + bk+1ak —
= a"+b"+ad"(a+b)b* =a" +b" | Va,bc A

Problema 2. Fie f : [0,1] — [0,00) o functie integrabila. Sa se

calculeze:
lim |"| 1+ 1 f k
n—oo n n ’

n

Solutie. Notam a, = TT (1+ 1 (%)), by = In(a,) = 3" In (14 1 £ (%))
k=1

si calculam lim b,. Folosind inegalitatea x — % <Iln(l+4+z) <z, V>0,
n—oo

avem ca

() (B) 2 (B)) < () merazizn
n" \n 2n2 n n" \n n” \n



de unde prin insumare obtinem:
1 &, (K 1< k
= ) <p, < = =
9 () w3 =0 =220 ()

Cum lim % ( ) = fo r)dw, iar lim QL Zn: (%) =0, rezultd ci
k=1

n—)oo

hm by, fo x) dx. Obtinem atunci ca

lim a, = elo /@ d
n—o0 "

Problema 3. Fie p > 3 un numar prim, a un intreg nenul si polinomul
f=XP— X + a. Aratati ca:

i) Polinomul f are o singura radacina reala x.

ii) Daca p nu divide a, numarul z, este irational.

iii) Numarul zy este rational daca gi numai daca exista b € Z, |b| > 2,
astfel incat a = bP — b.

Solutie. 1) Utilizam girul lui Rolle. Polinomul derivat f’ = pX?P~! —1 are
radacinile z; = —#ﬁ, Ty = pT Valorile lui f in punctele x; si x5 sunt:

—1 -1
D +CL, f(xQ)__p

= = +a
pP/D prYD

Deoarece pp_\l/ﬁ € (0,1), iar |a] > 1, rezulta ca sgn(f(z1)) = sgn(f(z2)) =

p—1

sgn(a). Obtinem ca f are o singura radacina reala z.

ii) Deoarece f € Z[X] este monic, astfel ca daca xy € Q, atunci zo € Z
§i @ = —(af — x) este multiplu de p. Prin contrapozitie obtinem atunci
afirmatia dorita.

iii) Daca xy € Q, atunci z¢ € Z si |xo| > 2, caci altfel a = 0. Obtinem ca
a=—(xf —x9) =" — b, unde b = —xg € Z, cu |b| > 2.

Reciproc, daca a = b» — b, cu b € Z, |b| > 2, atunci f = XP — X + b — b,
astfel ca f(—b) =0gixg=—-be Q.



