Clasa a XI-a

Problema 1. Fie A = (a,),5 81 B = (bn),5, siruri de numere reale
pozitive, astfel incat pentru fiecare n > 1 sa avem

2an + QAp1 g bn < an + 2an72-

Aratati ca girul A este convergent daca si numai daca sirul B este con-
vergent.

Solutie. Afirmatia ,,A convergent = B convergent este imediatd, din
teorema clegtelui.

Presupunem acum B convergent. Aceasta atrage marginirea girului A,
deoarece B este marginit si 2a,, < b,.

Fie acum L si [ limita superioara, respectiv inferioara a sirului A si fie b
limita sirului B. Fie (a,, ), un subsir convergent la L. Din prima inegalitate
avem

2L + liminf a,, +; < liminf(2a,, + an,+1) < limb,, = b,

de unde 2L + 1 < b.

In acelasi mod, alegand un subsir (a,,, ), convergent la [, a doua inegali-
tate ne da b = limb,,, < limsup(a,,, + 2a,,-2) <1+ 2L.

Din cele doua inegalitati obtinute avem ca 2L + | < L + 21, adicalL < [,
deci L = [, demonstrand astfel convergenta sirului A.

Problema 2. Asociem fiecarei functii marginite f : [0,1] — R functia

Sr:[0,1] = R, Sg(x) = sup f(¥).
te[0,x]

a) Aratati ca, daca f este continua pe [0, 1], atunci Sy este continua pe
[0, 1].

b) Este adevarat ca, daca Sy este strict crescatoare, atunci f este strict
crescatoare?

c) Este adevarat ca, daca f este derivabila pe [0, 1], atunci Sy este deriv-
abila pe [0, 1]7

Solutie. a) Este evident ca Sy este crescatoare, deci limitele laterale exista
in orice punct xy si Sp(xo — 0) < Sy(xo) < Sp(xg +0).

Daca, de exemplu, Sp(zg — 0) < Sp(xg), atunci luam a € (Sy(zxy —
0), S¢(xo)) si avem f(z) < a, Vo < zo deci li/m flx) < a < f(zg) —

x Sxo

contradictie.

daca x € (3/4, 1], functie care nu este derivabila in 3/4.



Problema 3. Vom spune ca matricea A € Mj3(R) este corelata cu
matricea B € M3(R) daca AB = BA, det(A) — det(B) = 1 i det(A? +
AB+ B?*) =0.

a) Aratati ca, daca matricea A este corelata cu B, atunci det(A— B) = 3.

b) Aratati ca exista o matrice corelata cu I3.

Solutie. a) Consideram functia polinomiala reala data de P(z) = det(A+
Bz). Prin calculare directa obtinem

P(z) = det(A) + det(B)z® + az + ba?, (1)

unde a §i b sunt numere intregi.

Relatia det(A% + AB + B?) = 0 se scrie det(A + Be) det(A+ B&) = 0, sau
P(e)P(¢) =0 (unde € = cos /3 + isin7/3). Deoarece P(g) = P(&), rezulta
P(e) = P(¢) = 0. Deducem

a—b . (a+b)V3

;. T

0 = P(g) = det(A)—det(B)+as+be® = det(A)—det(B)+

deci a = —b = —1. De aici rezulta det(A — B) = P(—1) = det A — det B —
a+b =3.
b) In relatia (1) avem a = tr (A*), b = tr(A). Pentru a obtine un exemplu
0 0 2
putem lua det(A) =2, tr(A) =1, tr(A") =—-1giA= |1 0 1
011



