Clasa a X-a

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule n pentru care se
poate construi o multime de numere complexe A, de cardinal n, cu pro-
prietatile:

(i) |z| = 1, oricare ar fi z € A;

(i) > 2=0;

z€A

(iii) 2 + w # 0, oricare ar fi z,w € A.

Solutie. Evident, valorile n = 1 gi n = 2 nu convin.

Orice numar impar n > 3 este bun: alegem A={z € C | " =1}. 2p

Valoarea n = 4 nu convine: daca A = {a;b;c;d}, atunci a,b, ¢, d vor fi
afixele varfurilor unui patrulater inscriptibil. Conditia a+b+c+d = 0 arata
ca patrulaterul este dreptunghi, ceea ce contrazice proprietatea (iii). 2p

Orice numar par n > 6 este bun: alegem A = {z € C | 2”2 = 1} U
{wz | 23 =1}, unde w = cosa + isina, cu a ¢ {rr | r € Q }. In concluzie,
n € N\{0,1,2,4}. 3p

Problema 2. a) Fie ABCD un patrulater convex. Aratati ca discurile
avand ca diametre laturile AB, BC, CD si DA acopera in intregime interiorul
patrulaterului ABCD.
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b) Fie ABCD un patrulater. Demonstrati ca discurile avand ca diametre
segmentele AB, AC si AD acopera in intregime interiorul triunghiului BCD.

Solutie. a) Fie M un punct in interiorul patrulaterului ABCD; atunci

LAMB + ZBMC + ZCMD + ZDMA = 360°.

Rezulta ca cel putin unul dintre cele patru unghiuri are masura de macar
90°. Daca ZAM B este un astfel de unghi, M apartine discului de diametru
AB si, de aici, cerinta problemei. 3p

b) Notam cu P, @ si R proiectiile varfului A pe dreptele BC, CD re-
spectiv DB. Indiferent de natura patrulaterului ABCD (convex sau concav),
patrulaterele de varfuri BPAR, CPAQ si DQAR sunt inscrise in cercurile
de diametre AB, AC respectiv AD si, impreuna cu interioarele lor, acopera
interiorul triunghiului BCD. Cu att mai mult, discurile avand ca diametre
segmentele AB, AC' si AD vor acoperi interiorul triunghiului BCD. 4p



Problema 3. Se dau m numere naturale distincte din multimea {1;2;...;n}.
Demonstrati ca putem alege cateva dintre ele, cu suma S, astfel incat
m(m +1
OSS—% <n++v2n-—m.
Adrian Zahariuc
Solutie. Fie a1 < ay < ... < a,, cele m numere date. Notam cu j indicele

. mm+1) . . .
minim pentru care a;+as+...+a; > ——= gi cu 7 indicele maxim pentru
m(m +1 R
care a; + Q41 + ... +a; > % Notand S = a; + a;11 + ... + a;, este
indeplinita prima dintre conditiile dorite. 2p
1
Din maximalitatea lui ¢, avem S < a; + % —1. (1)
Din minimalitatea lui j, deducem ca
m(m + 1)
ap+tax+...+a; 1< T Sai—i-...—i-aj =
. (e —1
aj>a+..+a_1>14+24+ ... +(G—-1)= ( 5 ).

Insi n — 1 > aj, prin urmare 7 < v/2n + 1. Rezulta ca a; <n—m +1¢ <
n—m+ v2n + 1. (2) Din relatiile (1) si (2) obtinem ca, pentru S, este
indeplinita si a doua dintre conditiile dorite. 5p



