Pregatire IMAR-Emag, Partea a doua, 20 noiembrie 2013

1. Un numar finit dintre patratele retelei infinite Z? se coloreazi cu ne-
gru astfel incat patratele negre au 0,2 sau 4 vecini (dintre cei 4 vecini) necolorat.
Demonstrati ca patratele necolorate pot fi colorate cu rosu si albastru astfel incat
fiecare patrat negru sa aiba un numar egal de vecini rosii si albagtri.

2. Fie ABCD un patrulater circumscriptibil fara laturi paralele si fie O cen-
trul cercului inscris. Aratati ca O este punctul de intersectie al dreptelor ce unesc
mijloacele laturilor opuse ale patrulaterului dacé gi numai dacd OA-OC = OB-0OD.

3. Laturile paralelipipedelor Py, Ps, ..., Pjo sunt paralele cu axele de coordo-
nate Ox, Oy, Oz. Este posibil ca P, sa intersecteze celelalte paralelipipede mai putin
P si P3, P3 sa intersecteze celelalte mai putin P si Py, ...,Pi2 sa le intersecteze pe
celelalte mai putin Py; gi Py iar P; sa intersecteze restul mai putin Pio g1 Py?

4. Fie D un domeniu convex in plan si pentru n > 3 notam cu A,, aria minima
a unui poligon cu n laturi circumscris lui D. Aratati ca

A < Anfl + An+1
n X 2 .

5. Fie D un domeniu convex in plan si fie S,, aria maxima a unui poligon cu

n laturi inscris in D. Atunci

2
Sy, > aria(D) 22 sin 17
™ n

cu egalitate daca D este elipsa.

6. Fie fa(n), f3(n) numarul maxim posibil de distante maxime intr-o configuratie
de n puncte in plan, respectiv in spatiu. Aratati cd fa(n) =n, fz(n) = 2n — 2.
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