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Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care

a2+b . b +a
b2 —a 3 a2 —b

sunt numere intregi.
Asian-Pacific M.O. 2002
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2+Z € N* deci b®+a > a®—b,
a —
de unde (a+b)(a—b—1) <0. De aici a =bsaua =0b+ 1.
. ca*+b  a+1 . .
Daca a = b, atunci 72 = 1EZdacaa—l\a—i—l,adlcaa—l]2,
echivalent cu a € {2,3}.

Solutie. Presupunéand ca a > b, rezulta

2 2
22 js = bb2t3bbj—11 € Z,dacd b*—b—1 | b*+3b+1,
adicd b> —b— 1] 4b+ 2, deci b* — b — 1 < 4b+ 2. Rezultd de aici imediat c&
b < 5. Verificand aceste valori, se constata ca numai b = 1 si b = 2 satisfac
conditia data.

Prin urmare, solutiile problemei sunt (2, 2), (3, 3), (1,2), (2,1), (2, 3), (3, 2).

Daca a = b+1, atunci

Problema 2. Determinati numerele reale x,y,z € (0,1) care verifica
simultan relatiile:

(> + 9y )V1—22>2
(y +z) 1—:622:10 :
(22 4+ 2%) /1 >y
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Solutie. Prima inegalitate se scrie echivalent

2% 4 ¢
2
obtinem 2(z%+ 3 + 22) > 2(2% 4+ 3 + 22). Prin urmare, in toate inegalititile

V2

anterioare are loc egalitatea, de unde concluzionam ca z =y = z = -

deducem ca

> 2, adicd 2% +y? > 222. Adunand cu relatiile analoage,



Problema 3. Fie triunghiul ascutitunghic ABC' si punctele variabile

D € (BC), E € (AD). Cercul circumscris triunghiului CDE intersecteaza

mediana din C' a triunghiului ABC' in punctul F. Aratati ca centrul cercului
circumscris triunghiului AEF este situat pe o dreapta fixa.

[ * %]

Solutie. Patrulaterul EF DC' este inscriptibil, deci FED = FCD. Fie
P simetricul punctului C fatd de mijlocul laturii [AB]; atunci AP || BC si
FCD=FPL o

Rezulta FPA = FED, si, cum FED este unghi exterior patrulateru-
lui FEAP, acesta este inscriptibil. Ca urmare, centrul cercului circumscris
triunghiului AE'F este situat pe mediatoarea segmentului [AP] (care este o
dreapta fixa).

Problema 4. Fie n > 6. Avem la dispozitie n culori. Coloram fiecare
din patratele unitate ale unei table n x n cu cite una din cele n culori.

a) Ardtati cd, pentru orice asemenea colorare, existd un drum al unui cal
din patratul din stanga-jos in patratul din dreapta-sus care sa nu foloseasca
toate culorile.
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b) Aratati ca dacd reducem numérul de culori la [?n} +2, atunci afirmatia

este adevarata pentru o infinitate de numere naturale n gi falsa tot pentru o
infinitate de numere.
Marius Bocanu

Solutie. a) Daca n = 3k + 1, kK € N* drumul de lungime minima are 2k
pasi, adica trece prin 2k + 1 patrate 1 X 1 (nu este important cad drumul e
minimal, ci doar ca acest drum existad: (1,1) — (2,3) — (4,4) etc). Deoarece
2k+1 < 3k+1 = n, acest drum nu va putea contine patrate 1 x 1 din fiecare
din cele n culori.

Dacid n = 3k + 2, k > 2, avem un drum de lungime 2k + 3: (1,1) —
(2,3) — (4,2) — (3,4) — (5,5), iar de aici se continua drumul ca la cazul
precedent. Din nou, deoarece 2k + 3 < 3k + 2, Vk > 2, concluzia se impune.



Pentru n = 3k + 3, £ > 1, avem un drum de lungime 2k + 3 patrate:
(1,1) — (2,3) — (3,5) — (5,4) — (6,6) si de aici ca la primul caz. Cum
2k + 3 < 3k + 3 = n, concluzia se impune.

b) Fiecare pas cregte sau scade suma coordonatelor cu 1 sau 3. Pentru a

ajunge dintr-un colt in altul trebuie sa se mareasca suma coordonatelor cu
2n — 2

2n — 2, deci este nevoie de minim pasi. Aceasta inseamna un drum

2
+ 1 patrate, sau, altfel spus, de [?ﬂ + 1 patrate.

cu cel putin

Pentru n = 3k + 1 asta inseamna 2k + 1 (deci drumul gésit mai sus este
chiar minimal). Iar pentru n = 3k + 3, asta inseamna 2k + 3, deci drumul
gasit la a) este minimal si nu contine patrate din fiecare culoare. Agadar,
pentru n = 3k + 1, 3k + 3, afirmatia raméane adevarata.

Pentru n = 3k + 2, drumul minimal are, conform estimarii, cel putin

2n
[?} + 1 = 2k + 2 patrate. Dar un asemenea drum nu poate exista pentru

cd un drum cu 2k + 2 patrate are capete de culori diferite (daca coloram ca
la tabla de sah), deci drumul minimal are cel putin 2k + 3 pétrate (drumul
gasit la a) este deci minimal). Estimarea din enunt ne da tot 2k + 3. Vom
arata ca in acest caz exista o colorare cu 2k + 3 culori pentru care fiecare
drum contine toate culorile.

Vom colora coltul de start cu o prima culoare, succesorii sai cu a doua
culoare, succesorii necolorati ai acestora cu a treia etc., pana la culoarea n+1
(patratele la care se poate ajunge din n pasi). In n pasi suma coordonatelor
este cel mult 3n + 2, deci suntem sub diagonala care uneste (1,3n + 2) cu
(3n+2,1). Folosim alte n+ 1 culori ca sa coloram simetric cealalta juméatate
de tabld. Campurile necolorate (méacar cele de pe diagonald) le colordm cu a
2n + 3-a culoare. Este clar ca orice drum contine patrate din fiecare culoare
(nu se poate siri de la un numar mai mic la unul mai mare).



