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Problema 1. Gasiti toate numerele prime p pentru care p® — 4p + 9 este patrat
perfect.

Problema 2. Gasiti toate functiile f : R — R care satisfac conditiile:
() F(F2) +y+ () = 22+ 2f ()
(ii) # < y implica f(x) < f(y)

pentru orice numere reale x si y.

Problema 3. Sunt colorate unele patrate unitate dintr-o tabla 99 x 99 cu una dintre
5 culori distincte astfel incat fiecare culoare apare de acelagi numar de ori. Pe o aceeasi
linie sau coloana nu exista patrate colorate diferit. Gasiti numarul maxim posibil de
patrate colorate.

Problema 4. Se considera triunghiul ascutitunghic APD si punctele B € (AP),
C € (PD). Diagonalele patrulaterului ABC'D se taie in (). Punctele H; si Ho sunt
ortocentrele triunghiurilor APD), respectiv BPC'. Fie X al doilea punct de intersectie
a cercurilor circumscrise triunghiurilor ABQ si CDQ (X # @) si Y al doilea punct de
intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor ADQ si BCQ (Y # Q).

Aratati ca daca dreapta HyH, trece prin X, atunci H; H trece si prin Y.
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Problema 1. Gisiti toate numerele prime p pentru care p® — 4p + 9 este patrat
perfect.

Solutie. Se verifica direct ca p = 2 este solutie iar p = 3 nu este. Vom presupune
p > 3.

Din p* —4p +9 = n?, avem (p — 2)p(p +2) = (n — 3)(n + 3). Este clar c& unul din
cei trei factori din stanga este multiplu de 3 si deci n este multiplu de 3. Presupunem
n =3k, k> 1sideci (p—2)p(p+2) =9k —1)(k+ 1). Deoarece p # 0 produsele din
cele doua parti ale egalitatii sunt nenule. Numarul prim p > 3 divide 9(k — 1)(k + 1) si
deci divide exact unul din factorii k — 1 si k& + 1.

Presupunem ca k — 1 = [p. Rezulta (p — 2)(p + 2) = 9I(Ip + 2). Reducand modulo
p obtinem 18/ 4+ 4 = 0 (mod p). Cum p este impar, p divide pe 9] + 2. In particular,
p<9+2 p—2<9lsideci (p—2)(p+2)=9l(lp+2) implicd p +2 > Ip+ 2. Acest
lucru este posibil doar pentrul =1 si p =9l + 2 = 11. Am obtinut si solutia p = 11.

Exact la fel se trateaza cazul k + 1 = Ip si se obtine p = 7.

Problema 2. Gasiti toate functiile f : R — R care satisfac conditiile:
() F(F2) +y+ F(y) =22 +2f ()
(ii) » <y implica f(z) < f(y)

pentru orice numere reale x si y.

Solutie. Aratam ca singura functie care satisface cele doua conditii este f(x) = x.
Aratam ca f este injectivid. In (i) punem y = 0 si obtinem f(f(z?) + f(0)) =
22 4+ 2f(0), pentru orice x, sau echivalent,

f(f(a) + f(0)) = a+2f(0) (1)

pentru orice numar a > 0. Din (1) rezulta ca f este injectiva pe multimea numerelor
nenegative. Pentru orice y fixat, din conditiile (i) si (ii) obtinem ca f(.) este nemarginita
superior. Dacé f(y1) = £(y2) atunci f(F(z)+on+ () = [(f(@2)+yo+(92). Pentru
valori suficient de mari ale lui = expresiile f(2?) +y1 + f(y1) si f(2?) + y2 + f(y2) sunt
pozitive si deci y; = ¥».

Aratam ca f(0) = 0.

Cazul 1. f(0) < 0 Pentru a = —2f(0), avem f(f(—2f(a)) + f(0)) = 0. Deci exista
un numar real ¢ pentru care f(c) = 0.

Facem x = 0 si y = cin (i): f(f(0) +¢) = 0. Deoarece f este injectiva, obtinem
f(0) + ¢ = ¢, adica f(0) = 0.

Cazul 2. f(0) > 0. In (i) facem x = y = 0: f(2f(0)) = 2f(0). Luam acum
a=3f(0) = f(0) + f(2/(0)).

Din (1) avem f(a) = F(/(2(0)) + £(0)) = 2£(0) + 2£(0) = 4£(0). Adunzm £(0) si
aplicam f pentru a obtine f(f(a) + f(0)) = f(5/(0)) = 3/(0) 4+ 2f(0) = 5/(0).



In (i) punem acum =z = 0 si y = 2f(0) si obtinem f(5f(0)) = 4f(0). Astfel
f(5f(0)) =5f(0) = 4f(0), de unde rezulta ca f(0) = 0.

Din (1), pentru a > 0 avem f(f(a)) = a, iar din (i), pentru z = 0, avem f(y+f(y)) =
2f(y) pentru orice real y.

Facem acum y = f(a): f(f(a)+a) =2f(f(a)) = 2a. Facem y = a: f(a+ f(a)) =
2f(a). Obtinem ca pentru orice a > 0 avem f(a) = a.

Atunci, (i) devine f(z% +vy + f(y)) = 2* + 2f(y). Fixdm acum un y real oarecare.
Existd un x € R pentru care > +y+ f(y) > 0. Atunci f(z*+y+f(y)) = 2> +y+ f(y) =
x? +2f(y) si deci f(y) = v.

Problema 3. Sunt colorate patrate unitate dintr-o tabla 99 x 99 cu una dintre 5
culori distincte astfel incat fiecare culoare apare de acelagi numar de ori. Pe o aceeasi
linie sau coloana nu exista patrate colorate diferit. Gasiti numarul maxim posibil de
patrate colorate.

Solutie. Vom numi rand orice linie sau coloana din tabel. Coloram randurile care
contin un patrat colorat cu acea culoare. Un rand nu poate fi colorat cu doua culori
din ipoteza. Exista 2 -99 = 198 de randuri, fiecare colorat cu una dintre cele 5 culori
sau necolorat. Existd o anumita culoare C' asociata la cel mult [198/5] = 39 de randuri.
Toate patratele ce au culoarea C' se afla la intersectia acestor randuri. Daca avem zx linii
si y coloane de culoare C, cu z +y = [ < 39, atunci numarul patratelor de culoare C
este cel mult xy.

Daca fixam pe [, maximul produsului zy se realizeaza pentru x =y =

par si pentru x = Z_Tl,y = Ul (sau z = HTl,y = 1—71)’ daca [ este impar.

Pentru culoarea C luém2 [ = 39 gi obtinem ca sunt cel mult % . 397“ = 380 de
patrate cu aceasta culoare. Cum cele 5 culori apar de acelasgi numar de ori, rezulta ca
nu putem avea mai mult de 5 - 380 = 1900 patrate colorate pe tabla.

Dam un exemplu in care avem exact 1900 de patrate colorate. Consideram pe
diagonala 5 dreptunghiuri de dimensiuni 19 x 20 si 20 x 19 plasate succesiv. Sa remarcam
ca doua linii §i o coloana nu sunt folosite. Coloram fiecare dintre cele 5 dreptunghiuri

cu cate o culoare.

%, daca [ este

Problema 4. Se considera triunghiul ascutitunghic APD si punctele B € (AP),
C € (PD). Diagonalele patrulaterului ABCD se taie in ). Punctele Hy si Hy sunt
ortocentrele triunghiurilor APD), respectiv BPC'. Fie X al doilea punct de intersectie
a cercurilor circumscrise triunghiurilor ABQ si CDQ (X # @) si Y al doilea punct de
intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor ADQ si BCQ (Y # Q).

Aratati ca daca dreapta Hy H trece prin X, atunci HyHs trece gi prin Y.

Solutie. Fie AA’, DD’ inaltimi in AAPD si BB, CC’ inaltimi in ABPC.

Avem /XAC = ZXBD si ZXCA = ZXDB, deci AXAC ~ AXBD. Aratam
ca daca H{H, trece prin X, atunci triunghiurile precedente sunt chiar congruente, si
reciproc.



Consideram cercurile wq, wo de diametre AC', respectiv BD. Punctele Hy, Hs se
afla pe axa radicala a acestor cercuri, deoarece A, A" € wy, D, D" € ws si P,,(Hy) =
—AH,-AH, =—-DH, - D'H, = P,,(H,); analog pentru H,. Astfel, X € H,H, daca si
numai daca P, (X) = P,,(X).

Avem P, (X) = XM? — MC? i P,,(X) = XN? — ND? unde M, N sunt centrele
cercurilor wy, respectiv wy. Observam ca (X M?—MC?)/(X N? — N D?) este patratul ra-
portului de asemanare a triunghiurilor AXC'si BX D, sau XM?—~MC? = XN?*~ND? =
0. In al doilea caz insa, triunghiurile AXC si BXD ar fi asemenea si dreptunghice in
X, caz 1n care dreapta C'D s-ar obtine din dreapta AB printr-o asemanare de centru X
si unghi de 90°, deci AB L C'D - fals. Ramane, deci, ca (XM? — MC?)/(XN? — ND?)
este patratul raportului de asemanare a triunghiurilor AXC si BXD.

Rezulta ca X € H;H, daca si numai daca raportul de asemanare a triunghiurilor
AXC ¢t BXD este 1, adica AAXC = ABXD. Aceasta este insa echivalent cu AC =
BD.

In mod analog, Y € HyH, daca si numai daca AC = BD, de unde concluzia proble-
mei.
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