Mathematical Danube Competition

Juniors

October 26 th 2019

Subiectul 1
Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatia

22(z? +1) =21Y — 1.

Subiectul 2
Sa se arate ca pentru orice numere reale aq, as, ..., a,,n € N*, existd un numar
real = astfel incat numerele x + a1, x + as, ..., ¢ + a, sa fie irationale.

Subiectul 3

Scriem pe o linie 51 de numere naturale nenule cu suma lor egald cu 100. Aratati
ca pentru orice numar natural k, 1 < k& < 99, exista cateva numere scrise
consecutiv pe linie avand suma egala cu k sau 100-k.

Subiectul 4
Se considera patrulaterul inscriptibil ABCD, iar M si N mijloacele diagonalelor

AC, respectiv BD. S& se demonstreze ca dacd masurile unghiurilor AMB si
AM D sunt egale, atunci méasurile unghiurilor AN B si BNC sunt egale.
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Subiectul 1

Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatia x?(x? +1) =217 - 1.

Solutie: ( Lucian Petrescu) Putem ob-
serva cd y € N, iar daca (xo, yp), atunci
si (—xo, o) este solutie a ecuatiei. In
plus (0,0) este solutie. Rescriem ecuatia
xX2-—x+Dx2+x+1) =217. Se ob-
serva cd x*> — x+ 1 si x> + x+ 1 sunt co-
prime. Va rezulta cd x> —x+1 =1 si

Subiectul 2

Lucian Petrescu

x>+ x+1 =21Y cu solutia (0,0) sau x> —
x+1=3Ysix?>+x+1="7Y. Din prima re-
latie avem (2x—1)? = 3(4-37~1—1), adica
3] (2x—1)2, mai mult 9| (2x - 1)?, deci
9| (4-3Y"1-1) care da solutia y = 1, apoi
x = 2. Asadar multimea solutiilor este
(-2,1),(0,0),(2,1).1

Sa se arate ca pentru orice numere reale ay, a, ..., a,, n € N*, existd un numar real x
astfel incat numerele x + a;, x + ay, ..., X + a, sa fie irationale.

Solutie:  (Cristian Mangra) Pre-
supunem ca existd un numadr irational y
astfel incat cel putin unul din numerele
ky+ai, ky+ay,... ky+ a, este rational,
oricare k € {1,2,...,n+ 1}. Aplicand prin-
cipiul cutiei, exista cel putin un numar

Subiectul 3

(***)

natural p € {1,2,..,n} si numerele dis-
tincte i,j € {1,2,..,n+1} astfel incat
iy +ap, jy + ap sunt rationale, deci si
(i— j)y esterational, deci y este rational.
Contradictiel

Scriem pe o linie 51 de numere naturale nenule cu suma lor egala cu 100. Aréatati ca
pentru orice numar natural k, 1 < k <99, existd cateva numere scrise consecutiv pe

linie avand suma egala cu k sau 100-k.

Solutie:  (Cristian Mangra) Fie
a, dp,...,as; cele 51 de numere cu
a, + ap + ...+ as; = 100. Pe un cerc cu
lungimea egald cu 100 esezam 100 de
puncte astfel incat lungimea oricarui arc

(***)

determinat de doua puncte vecine (din-
tre acestea) sa fie egala cu 1. Fixam un
punct, dintre acestea, pe care il notam
cu A;, apoi marcam pe cerc punctele
Aj, As, ..., A5 astfel incat masura arcului



mic A; A; sd fie egald cu a;, pentru ori-
care i = 1,50 . Evident c& lungimea ar-
cului As; A; este as;. Vom colora aceste
51 de puncte cu albastru, iar celelalte
49 cu rosu. Vom ardta cd pentru orice
numar natural k de la 1 la 99 exista
i,j €{1,2,..,99} astfel incdt lungimea
arcului mic A;A; sau a arcului mare
A;Aj este k sau 100 - k. Pentru k = 50,
avem 51 de puncte colorate cu albastru,
prin urmare cel putin doua dintre ele
sunt diametral opuse, ceea ce rezolva
problema. Pentru k € {1,2,..,49} vom

Subiectul 4

considera punctele A; cu i = 1,51 fiind
mijloacele celor 51 de arce de lungime
2k. Dacd vreunul din capetele aces-
tor arce este colorat in albastru, prob-
lema este rezolvatd. Vom presupune
cd toate aceste capete sunt colorate cu
rosu. Cum fiecare dintre acestea este
considerat de cel mult doua ori, rezulta
cd cel putin 51 dintre cele 100 sunt col-
orate curosu, contradictie. Cazul in care
k € {51,52,...99} este similar cu cel de
mai sus.ll

Se considera patrulaterul inscriptibil ABCD, iar M si N mijloacele diagonalelor AC,
respectiv BD. Sa se demonstreze cd daca masurile unghiurilor AMB si AMD sunt
egale, atunci masurile unghiurilor ANB si BNC sunt egale.

Solutie: (Cristian Mangra) Lema: Fie
ABCD un trapez isoscel inscris in cer-
cul €, M punctul de intersectie al di-
agonalelor AC si BD, iar T punctul de
intersectie al laturilor neparalele AD i
BC. Daca paralela prin M la AB inter-
secteazd cercul ¢ in E §i F, atunci TE
este tangentd la cercul € .
Demonstratie: Evident, T, M, O sunt
coliniare. Apoi, m(AOT) = %m(ﬁ) =
1(360° — m(AB) = 180° — m(ACB) =
m(m), ceea ce conduce spre TCOA
inscriptibil. Din puterea punctului M
fatd de cercul circumscris triunghiului
AOC obtinem OM-MT = MC- MA, dar
MC-MA = ME-MF = ME?. Prin ur-
mare ME? = OM - M T si folosind recip-
roca teoremei inal{imii obtinem TE L
OE, adica TE tangentdla %. %

Notam cu E si F punctele in care
dreptele BM si DM taie a doua oara cer-
cul circumscris patrulaterului ABCD.
Deoarece M este mijlocul diagonalei

(***)

AC, iar masurile unghiurilor AMB si
AMD sunt egale, rezultda cd BFED
este trapez isoscel si AC || BF || DE.
Vom nota cu T intersectia dreptelor
BD si EF, rezultd din lema ca TA
si TC sunt tangente cercului circum-
scris patrulaterului ABCD de centru
O. Astavaducela OAL TA OC L TC.

Cum N este mijlocul lui BD, obtinem
ON 1 BD. Asadar punctele T,A,N,O,C
sunt conciclice, prin urmare AND =
AOT i TNC = COT si cum COT = AOT
va rezulta ANT = CNT. De aici vom
obtine ANB=BNC H
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