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Problema 1

Se considerd un numar natural N=aa,...a,, K >2. Un trunchiat al lui n este un numar de forma

a,a,..8, 1<t <k -1. (De exemplu, numarul 23 este un trunchiat al numarului 2351). Se noteaza cu
T(n) suma tuturor trunchiafilor lui n. Daca S(n)=a, +a, +...+4a,,ardtaticd n=S(n)+9-T(n).
TST - Olanda 2009. Selectata de prof. Andrei Eckstein, Timisoara

k-1 J— _—
Solutie: T(n)=> aa,..a, .Pentrut>2 avem aa,..a =a, +10-aa,..a,, -
t=1

Adunand relatile obtinute se obtine concluzia.

Problema 2
Se considera multimea A= {1, 2,3,...,120} si M o submultime a lui A care are 30 de clemente. Aratati

ca existd cinci submultimi diferite ale lui M, fiecare avand cate doud elemente, astfel incat modulul
diferentei elementelor din fiecare submulfime sa fie acelasi.
Selectata de prof. Cristian Mangra, Bucuresti

Solutie. Fie M ={a,a,,...a,}, unde a <a,<..<a,. Presupunem contrariul si considerim
submultimile M, ={a,,a,}, M, ={a,,8;},.... My ={8y,8y} . Atunci:

(a,—a)+(ay—a,)+...+ (8 —8y )+ (B —8y)24-(1+2+3+4+5+6+7)+8=120 .
Obtinem a,, —a, >120, de unde a,, >120, contradictie.

Problema 3

Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia a®? =2°-3° +1 .
prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Solutie. Daca b =0, ecuatia se scrie 3° = (a—1)(a+1). Rezultd ca a este par siatunci (a—1,a+1) =1,
se obtine solutia (a,b,c)=(2,0,1).
Daca b>1, atunci a este impar, deci (a—1,a+1)=2. Cum 2°.3° = (a—1)(a+1), sunt trei posibilitati:

a-1=2
Cazul 1: o1 .. care conduce la solutia (a,b,c)=(3,3,0).
a+l1=2".3°
a-1=2""
Cazul 2: , care conduce la 3¢ —2°2=1.
a+1=2.3°

Pentru b <2 nu avem solufie. Pentru b =3 obtinem (a,b,c)=(5,3,1). Daca b>4, analizand ecuatia
modulo 4, obtinem cd ¢ este numar par nenul. Notand ¢ =2k, k >1, atunci 2°72 = (3* —1)(3“ +1).
Cum (3“-1,3" +1) =2, deducem ca 3" —1=2, deci k =1. Obtinem solutia (a,b,c)=(17,5,2).
a-1=2-3

., »CU c>1 (pentru c=0 suntemin cazul 1), care conduce la 2°2 3¢ =1.

Cazul 3: {

a+l=2
Reducand modulo 3, rezulti ca b este par, b=2p, p>2, de unde se obtine (2°* -1)(2°* +1)=3".
Ca urmare, existi m,neN astfel incat 2" —-1=3" si 2" +1=3", de unde 3"—-3" =2, echivalent
cu 3"(3"™-1)=2. Se obtine m=0, n=1, p=2, valori care conduc la solutia (a,b,c)=(7,4,1).
Asadar, ecuatia are cinci soluti: (2,0,1), (3,3,0), (5,3,1),(7,4,1) si (17,5,2).



Problema 4
Se considera dreptunghiul ABCD, cu AB > BC . Punctul M este situat pe latura (AD), iar mediatoarea

segmentului [MC] intersecteaza dreapta BC n punctul N. Fie {Q}=MNNAB. Stind ca
m(«<MQA) = 2-m(«xBCQ), aratati ca patrulaterul ABCD este patrat.
Selectata de prof. Mircea Fianu, Bucuregti

¢ Solutie. Bisectoarea unghiului NQB intersecteazi dreapta BC fn

punctul P. Deoarece NQB = MQA, rezulti ¢ PQB = QCP . Deducem
gds ca triunghiul PQC este dreptunghic in Q. Prin urmare, semidreapta

(QC este bisectoarea unghiului MQB .

R Consideram R e MN astfel incit CR L MN . Cum CB L QB, rezulta
ci CB=CR. (1)
Fie SeBC astfel incdt MS 1 BC. Cum triunghiul NMC este isoscel,
NC = NM , rezulti ci CR =MS ( inaltimi). (2)
Deoarece patrulaterul ABSM este dreptunghi obtinem AB = MS . (3)
Din (1), (2), (3), deducem ca AB=BC, deci patrulaterul ABCD este
patrat.

Problema 5

Pentru a functiona, o lanterna are nevoie de exact doua baterii incarcate. Avem la dispozitie n baterii

incarcate sin baterii descarcate, n>4. (Cele 2n baterii arata identic.)

O proba inseamnd constd in a introduce doud baterii in lanternd si a verifica dacd lanterna

functioneaza. Aratati cd sunt suficiente n+ 2 probe pentru a determina o pereche de baterii incarcate.
Selectata de prof. Cristian Lazar, lasi

Solutie. Folosind principiul cutiei, are loc urmatoarea:

Observatie. Avand a baterii incarcate si b baterii descarcate, cu a—b>2 si b>2, sunt
suficiente b probe pentru a determina o pereche de baterii incarcate.
Prin urmare, in cazul nostru, este suficient ca, printr-un numar mic de probe, sa elimindm un numar de
baterii neincarcate cu cel putin 2 mai mare decat numarul de baterii incarcate.
Daca initial alegem la intdmplare doud seturi de cate 3 baterii, pentru fiecare set in parte sunt necesare
cel mult 3 probe, in total cel mult 6 probe. Daca lanterna nu se aprinde, inseamna ca in fiecare set de
baterii, cel mult una este incarcata si cel putin 2 sunt descarcate. Eliminand cele 6 baterii din cele 2n
baterii, ramdnem cu cel putin n—2 baterii incarcate gi cel mult n—4 baterii descarcate. Conform
observatiei, sunt suficiente n—4 probe pentru a determina o pereche de baterii incircate. Tn acest caz,
am efectuat cel mult 6 + (n—4)=n+2 probe.



