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Problema 1. Fie ABC un triunghi avand punctul O ca centru al cercului sau circumscris. Punctele D, F si
F se afla respectiv pe laturile BC, C A si AB, astfel incat dreapta DFE este perpendiculara pe CO iar dreapta
DF este perpendiculard pe BO. (De exemplu, punctul D se afld pe dreapta BC, fiind situat tntre B gi C pe
acea dreaptd.)

Fie K centrul cercului circumscris triunghiului AF'E. Demonstrati ca dreptele DK si BC' sunt perpendicu-
lare.

Problema 2. Fie n un numar intreg strict pozitiv. Determinati cel mai mare numar intreg m cu proprietatea
cd un tablou cu m linii i n coloane poate fi umplut cu numere reale in aga fel incit pentru oricare doua linii
diferite [a1, a9, ..., an] §i [b1,be, ..., by] urmitoarea relatie este adevirata

max(|ar — b1, |az — bal, ..., |an — bn|) = 1.

Problema 3. Determinati toate functiile f : R — R pentru care

flyfx+y)+ f(x)) =4z +2yf(x +y)

pentru toti x,y € R.

Problema 4. O multime A de numere intregi se zice sumda-plina dacd A C A+ A, adici orice element a € A
este suma unei perechi (nu neapirat unice) de elemente (nu neapirat distincte) b,c € A. O multime A de
numere intregi se zice liberd-de-sume-zero daca 0 este singurul numar intreg care nu poate fi exprimat ca suma
elementelor unei submultimi finite nevide a lui A.

Exista oare o multime sumé-plina libera-de-sume-zero de numere intregi?
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Problema 5. Numerele intregi pozitive p si ¢ sunt prime si satisfac

p qg+1  2n
p+1 qg n+2

pentru un anume numér intreg pozitiv n. Determinati toate valorile posible ale diferentei ¢ — p.

Problema 6. Un numar infinit de persoane sunt inregistrate ca useri pe reteaua sociala Mutrabook. Unele
perechi de useri (diferiti) sunt inregistrate ca prieteni, dar fiecare persoand are cel mult un numir finit de
prieteni. Fiecare user are cel putin un prieten. (Relafia de prietenie este simetrica; dacd A este prieten cu B,
atunci si B este prieten cu A.)

Fiecare persoand trebuie si-si desemmneze unul dintre prieteni ca fiind cel-mai-bun-prieten. Dacd A il de-
semneazd pe B ca cel-mai-bun-prieten, nu urmeazi (din pdcate) in mod necesar ci si B l-a desemnat pe A
ca cel-mai-bun-prieten. Cineva desemnat ca cel-mai-bun-prieten este numit 1-cel-mai-bun-prieten. In general,
dacd n > 1 este un numir intreg pozitiv, atunci un user este un n-cel-mai-bun-prieten daca a fost desemnat ca
cel-mai-bun-prieten de ciitre cineva care este el fnsugi un (n — 1)-cel-mai-bun-prieten. O persoand care este un
k-cel-mai-bun-prieten pentru toate numerele intregi pozitive k este numita populard.

(a) Demonstrati ci fiecare persoand populard este cel-mai-bun-prieten al (micar) unei alte persoane populare.

(b) Demonstrati ci daci persoanele ar fi putut avea infinit de multi prieteni, atunci ar fi fost posibil ca o
persoana populard si nu fi fost cel-mai-bun-prieten al niciunei alte persoane populare.

Problema 7. Fie ABC un triunghi ascutitunghic inscris in cercul T' si avind ortocentrul H. Fie K un
punct pe cercul T, de cealaltd parte a lui BC' decat A. Fie L simetricul lui K fatd de dreapta AB, si fie M
simetricul lui K fatd de dreapta BC. Fie E al doilea punct de intersectie al cercului I' cu cercul circumscris
triunghiului BLM. Demonstrati ci dreptele K H, EM si BC' sunt concurente. (Ortocentrul unui triunghi este
punctul de intersectie a tnalfimilor sale.)

Problema 8. Un cuvdnt este o secventa finita de litere dintr-un anume alfabet. Un cuvant se zice repetitiv
dacéa este o concatenare de cel putin doud sub-cuvinte identice (de exemplu, ababab si abcabc sunt repetitive,
dar ababa si aabb nu sunt). Demonstrati cd daci un cuvant are proprietatea ci orice transpozitie a doud litere
adiacente 1l transforma Intr-un cuvant repetitiv, atunci toate literele sale sunt identice. (O transpozitie a doui
litere adiacente identice, care lasi cuvantul neschimbat, este i ea a fi considerata.)
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