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Subiectul I

a) Fie n un num r natural. Determinaµi n, dac  n+ 49 ³i n− 49 sunt cuburi perfecte.

G.M. 6-7-8, 2013, Aurel Dobo³anu

b)Calculaµi a =

√
1 + 2010 ·

√
1 + 2011 ·

√
1 + 2012 ·

√
1 + 2013 · 2015.

C t lin Budeanu

Barem de corectur  ³i notare:

a) Fie n+ 49 = a3 ³i n− 49 = b3, unde a ∈ N ³i b ∈ Z
Avem a3 − b3 = 98⇔ (a− b)(a2 + ab+ b2) = 98 (1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Cum a > b din (1) rezult  a− b ∈ {1, 2, 7, 14, 49, 98}
a− b = 1⇒ a = b+ 1 ³i (b+ 1)2 + b(b+ 1) + b2 = 98⇔ 3b2 + 3b = 97⇒ 3|97, fals
a− b = 2⇒ (b+ 2)2 + b(b+ 2) + b2 = 49⇔ b2 + 2b = 15⇔ (b+ 1)2 = 16, de unde b = 3 ³i a = 5 . 1p

a− b ≥ 7, adic  a ≥ b+ 7 conduce la a2 + ab+ b2 ≤ 14 fals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deci a = 5, b = 3 ³i n+ 49 = 125, adic  n = 76 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p b)
√
1 + 2013 · 2015 =

√
1 + 20132 + 2 · 2013 =

√
(1 + 2013)2 = 2014 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

√
1 + 2012 · 2014 =

√
(1 + 2012)2 = 2013 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

√
1 + 2011 · 2013 = 2012 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

a =
√
1 + 2010 · 2012 = 2011 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Subiectul II

Fie numerele reale x, y, z pentru care au loc simultan relaµiile:

(i) x+ y + z = −a
(ii) xy + yz + zx = a2+4a+11

2

a) G siµi o relaµie independent  de a între x, y ³i z.

b) Stabiliµi c rui interval de lungime, cu extremit  µile numere întregi, aparµine �ecare dintre numerele

x, y, z.

Barem de corectur  ³i notare:

a) xy + yz + zx = a2+4a+11
2 = (x+y+z)2−4(x+y+x)+11

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

b) Relaµia precedent  se mai scrie sub forma echivalent 

(x+ y + z)2 − 4(x+ y + z) + 11 = 2xy + 2yz + 2zx⇔ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇔ x2 + y2 + z2 − 4x− 4y − 4z + 11 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



(x2 − 4x+ 4) + (y2 − 4y + 4) + (z2 − 4z + 4) = 1⇔ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇔ (x− 2)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 1⇒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇒ (x− 2), (y − 2), (z − 2) ∈ [−1, 1] |+ 2

⇒ x, y, z ∈ [1, 3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Subiectul III

Prin vârfurile A,B,D ³i E ale hexagonului regulat ABCDEF se consider  respectiv, dreptele a, b, d

³i e astfel încât a||b||d||e||a. De aceea³i parte a planului (ABC) pe dreptele a, b ³i d se iau respectiv,

punctele A′, B′ ³i D′ astfel încât lungimile segmentelor [AA′], [BB′] ³i [DD′] exprimate în unit µi de

lungime sunt egale cu: AA′ = 22012+22011+22010, BB′ = 22013 ³i DD′ = 22010. Dac  planul (A′B′D′)

intersecteaz  dreapta e în punctul E′, a�aµi distanµa dintre punctele E ³i E′.

Barem de corectur  ³i notare:

Soluµia 1

Se arat  c  patrulaterul A′B′D′E′ este paralelogram, de unde E′D′||A′B′ (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Fie punctul M ∈ (BB′), astfel încât (MB) = (DD′)(= 22010).

Observ m c  22013 = 22010 + (22010 + 22011 + 22012), de unde rezult  c  BB′ = AA′ +DD′ . . . . . . . . 1p

Patrulaterul MBDD′ este paralelogram pentru c  MB||DD′ ³i MB = DD′. Deci BD||MD′ ³i

MB = DD′. Deci BD||MD′ ³i BD = MD′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Îns  BD||AE ³i BD = AE(ABDE este dreptunghi).

Deci MD′||AE ³i MD′ = AE, adic  AMD′E este paralelogram de unde AM ||D′E (2). . . . . . . . . . . .1p

Din AA′ = MB′ ³i AA′||MB′ rezult  c  ³i AMB′A′ este paralelogram, de unde AM ||A′B′(3) . . . . 1p
Din (2) ³i (3) rezult  c  D′E||A′B′ (4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Din (1) ³i (4), rezult  E = E′(axioma paralelor) ³i d(E,E′) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Soluµia 2

Fie B′D′ ∩BD = {M}, A′D′ ∩AD = {N} ³i AB ∩A′B′ = {P}
Avem (A′B′D′) ∩ (ABD) = MN , deci P ∈ MN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ar t m c  E ∈ MN , adic  e ∩ (A′B′D′) = {E}
4MDD′ ∼ 4MBB′, 4NDD′ ∼ 4NAA′ ³i 4PAA′ ∼ 4PBB′(t.f.a) de unde MD

MB = 1
8 ;

PA
PB = 7

8 .2p

Patrulaterul ABDE este dreptunghi cu AE = AB
√
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din PA
PB = 7

8 ⇒ PA = 7AB ³i din MD
MB = 1

8 rezult  MB = 8
√
3

7 AB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Avem tg(ÂPE) = AE
AP =

√
3
7 ³i tg(M̂PB) =

√
3
7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Deci ÂPE ≡ M̂PB ³i E ∈MN iar E = E′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p




