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Clasa a XI-a

Barem de corectare ³i notare

Subiectul I

Fie a1, a2, ..., an > 0, unde n ∈ N, n ≥ 2. S  se arate c :

an−1
1 + an−1

2 + ...+ an−1
n ≥ a2a3...an + a1a3...an + ...+ a1a2...an−1.

Rezolvaµi, în mulµimea numerelor reale ecuaµia:

12013x + 22013x + ...+ 20142013x = 2014x(1 + 1
2x + ...+ 1

2014x ).

Soluµie:

Avem:

an−1
2 + an−1

3 + ...+ an−1
n ≥ (n− 1)a2a3...an

an−1
1 + an−1

3 + ...+ an−1
n ≥ (n− 1)a1a3...an

...

an−1
1 + an−1

2 + ...+ an−1
n−1 ≥ (n− 1)a1a2...an−1

(inegalitatea mediilor) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde

(n− 1)(an−1
1 + an−1

2 + ...+ an−1
n ) ≥ (n− 1)(a2a3...an + a1a3...an + ...+ a1a2...an−1)

adic  inegalitatea din enunµ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru n ≥ 3 avem egalitate dac  ³i numai dac  a1 = a2 = ... = an . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru n = 2 egalitatea are loc pentru orice dou  numere reale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ecuaµia dat  se scrie sub forma:

(1x)2014−1 + (2x)2014−1 + ...+ (2014x)2014−1 =

= 2x · ... · 2014x + 1x · 3x · ... · 2014x + ...+ 1x · 2x · ... · 2013x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Folosim inegalitatea din enunµ pentru n = 2014, a1 = 1x, a2 = 2x, ..., a2014 = 2014x ³i deducem c 

ecuaµia din enunµ este posibil  dac 

1x = 2x = 3x = ... = 2014x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde x = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Subiectul II

Demonstraµi c  :

1
log 1

2
cos 20o + 1

log 1
2
cos 40o + 1

log 1
2
cos 80o > 3

Soluµie

Veri�c m mai întâi c  avem cos 20o cos 40o cos 80o = 1
8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Într-adev r, putem scrie c :

8 cos 20o cos 40o cos 80o = 4(cos 20o + cos 60o) cos 80o = 4 cos 20o cos 80o + 2 cos 80o =

= 2(cos 60o + cos 100o) + 2 cos 80o = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Observ m c  numitorii fracµiilor din enunµ sunt strict pozitivi. Folosind inegalitatea dintre media ar-

itmetic  ³i media armonic , avem:
1

log 1
2
cos 20o + 1

log 1
2
cos 40o + 1

log 1
2
cos 80o ≥ 3 · 3

log 1
2
cos 20o+log 1

2
cos 40o+log 1

2
cos 80o =

= 9
log 1

2
(cos 20o cos 40o cos 80o) =

9
log 1

2

1
8

= 9
3 = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Deoarece numerele log 1
2
cos 20o, log 1

2
cos 40o, log 1

2
cos 80o nu sunt egale între ele, nu este realizat 

egalitatea în inegalitatea precedent  , deci inegalitatea este strict  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Subiectul III Ar taµi c  pentru orice p întreg toµi termenii ³irului a1 = a2 = 1, a3 = 2, an+3 =
an+1an+2+2p+1

an
, n ≥ 1 sunt numere întregi.

Soluµie:

Avem:

a4 = a2a3+2p+1
a1

= 2p+ 3 ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

a5 = a3a4+2p+1
a2

= 6p+ 7 ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

a6 = a4a5+2p+1
a3

= 6p2 + 17p+ 11 ∈ Z
a7 = a5a6+2p+1

a4
= 18p2 + 45p+ 26 ∈ Z

a8 = a6a7+2p+1
a5

= 18p3 + 75p2 + 99p+ 41 ∈ Z
Acum, observ m c :

anan+3 = an+1an+2 + 2p+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.5p

an+1an+4 = an+2an+3 + 2p+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

de unde, prin sc dere, obµinem: an+1an+4 − anan+3 = an+2an+3 − an+1an+2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

sau

an+1(an+4 + an+2) = an+3(an + an+2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

adic 
an+4+an+2

an+3
= an+2+an

an+1
, n = 1, 2, ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Rezult  c 
a2k+a2k+2

a2k+1
= a2k+a2k−2

a2k−1
= ... = a4+a2

a3
= p+ 2 ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

³i
a2k+1+a2k−1

a2k
= a2k−1+a2k−3

a2k−2
= ... = a3+a1

a2
= p+ 2 ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde prin, inducµie matematic , rezult  concluzia problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p


