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1. S  se determine cea mai mare valoare a num rului real k pentru care

x4 + x2y2 + y4 ≥ k(x+ y)4,

oricare ar � x, y ∈ R.

Soluµie.

Pentru x = y = 1 obµinem 3 ≥ k · 16, de unde k ≤ 3
16
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ar t m c  k = 3
16

este cea mai mare valoare a num rului real k pentru care inegalitatea

are loc oricare ar � x, y ∈ R.
Trebuie s  ar t m c 

x4 + x2y2 + y4 ≥ 3
16
(x+ y)4, ∀x, y ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Efectuând calculele, obµinem:

13x4 + 13y4 − 2x2y2 − 12x3y − 12xy3 ≥ 0, ∀x, y ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

sau

13x2(x− y)2 + 13y2(x− y)2 + 14xy(x− y)2 ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

sau

(x− y)2[13x2 + 13y2 + 14xy) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

sau

13(x− y)2[(x+ 7y
13
)2 + 120

169
y2] ≥ 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

pentru ∀x, y ∈ R.
A³adar, k = 3

16
.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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2. Se consider  triunghiul ABC în care not m AB = c, AC = b, M mijlocul lui

(BC). Ar taµi c  dac  P este punctul din plan cu
−→
AP = b2 ·

−→
AB + c2 ·

−→
AC, atunci

m(B̂AP ) = m(ĈAP ).

Soluµie.

Figura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Fie N ∈ (BC), B̂AM ≡ ĈAN . Ducem paralela prin B la AC care intersecteaz 

AM în B' ³i paralela prin C la AB care intersecteaz  AN în C'. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Rezult  c  BB′ = AC.

Deoarece 4ACC ′ ∼ 4ABB′, rezult  c  CC′

BB′ =
AC
AB

, CC ′ = b2

c
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deoarece 4NCC ′ ∼ 4NAB, rezult  c  CC′

AB
= CN

NB
, NC

NB
= b2

c2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Folosind formula vectorului cevian, rezult  c :
−−→
AN = CN

CB
·
−→
AB + NB

CB
·
−→
AC = b2

b2+c2
·
−→
AB + c2

b2+c2
·
−→
AC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

�inând seama c 
−→
AP = (b2 + c2) ·

−−→
AN , rezult  c  vectorii

−−→
AN ³i

−→
AP sunt coliniari . 1p

adic  P ∈ AN , deci m(B̂AP ) = m(B̂AM) = m(ĈAM) = m(ĈAP ) . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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3. Dac  0 < a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ³i a1 + a2 + ...+ an ≥ k atunci

a21 + 3a22 + 5a23 + ...+ (2n− 1)a2n ≥ k2, n ∈ N, n ≥ 1.

Soluµie.

�inând seama c  0 < a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ³i observând c 

2k − 1 = 1 + 2(k − 1), k = 1, 2... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

avem succesiv a21 + 2a22 + 5a33 + ...+ (2n− 1)a2n =

a21 + (1 + 2)a22 + (1 + 2 + 2)a23 + ...+ (1 + 2 + 2 + ...+ 2︸ ︷︷ ︸
n−1 ori

)a2n = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= a21 + a22 + 2a22 + a23 + 2a23 + 2a23 + ...+ a2n + 2a2n + ...+ 2︸ ︷︷ ︸
n−1 ori

a2n ≥

≥ a21 + a22 + 2a1a2 + a23 + 2a1a3 + 2a2a3 + ...+ a2n + 2a1an + ...+ 2an−1an = . . . . . . . . 2p

= (a1 + a2 + ...+ an)
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

≥ k2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


