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Clasa a XII-a - Barem de corectare

1. Consider m funcµia f : R→ R,

f(x) = xarctgx− 1
2
ln(x2 + 1).

S  se calculeze f (2012)(0).

Soluµie. Avem:

f(0) = 0

f ′(x) = arctgx, f ′(0) = 0

f ′′(x) = 1
1+x2 , f

′′(0) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

De aici, putem scrie

(1 + x2)f ′′(x) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deriv m în relaµia precedent  de n ori, n ≥ 1 ³i avem:

(1 + x2)f (n+2)(x) + C1
n2xf

(n+1)(x) + 2C2
nf

(n)(x) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

De unde, punând x = 0, g sim:

f (n+2)(0) + (n− 1)nf (n)(0) = 0,

sau

(1) f (n+2)(0) = −(n− 1)nf (n)(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

D m în (1) lui n valorile 2, 4, ..., 2k, k ≥ 1 ³i obµinem:

f (4)(0) = −1 · 2f (2)(0)

f (6)(0) = −3 · 4f (4)(0)
...

f (2k+2)(0) = −(2k − 1)2kf (2k)(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Înmulµim aceste inegalit µi membru cu membru ³i dup  simpli�c ri, obµinem:

f (2k+2)(0) = (−1)k(2k)!f (2)(0) = (−1)k(2k)!, k = 1, 2, ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru k=1005, g sim:

f (2012)(0) = −2010! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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2. Fie k ∈ R∗, X, Y ∈ M2(C) cu proprietatea 2kY 2 = Y X − XY . S  se arate c 

Y 2 = O2.

Soluµie. Deoarece

tr(XY ) = tr(Y X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

avem

tr(XY − Y X) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.25p

de unde

tr(2kY 2) = 0, adic  trY 2 = 0, deoarece tr(kA) = ktrA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

Cazul 1

Dac  detY = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

atunci din

egalitatea Y 2 − tr(Y )Y + detY · I2 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

rezult 

Y 2 = (trY ) · Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

adic 

trY 2 = (trY )trY = (trY )2 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

de unde trY = 0 ³i deci Y 2 = O2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

Cazul 2

Dac  detY 6= 0. Din 2kY 2 = Y X −XY avem

(kY +X)Y = Y (X − kY ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 p

iar de aici deducem

(1) det(kY +X) = det(X − kY ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Din egalitatea

(2) det(X + kY ) + det(X − kY ) = 2detX + 2k2detY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

³i (1) rezult 

(3) det(X + kY ) = detX + k2detY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Pe de alt  parte, din egalitatea din enunµ, avem:

(2kY +X)Y = Y X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p

de unde

(4) det(2kY +X)Y = detX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.25p
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Pentru k = 1, din (2) avem:

(5) det(X + Y ) + det(X − Y ) = 2detX + 2detY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.5p

Folosind (5) putem scrie

det((2kY +X) +X) + det((2kY +X)−X) = 2det(2kY +X) + 2detX

sau

det(2kY + 2X) + det(2kY ) = 2det(2kY +X) + 2detX

sau, utilizând (4) avem:

det2(kY +X) + det(2kY ) = 4detX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Cum det(λA) = λ2detA, A ∈M2(R), avem:

det(kY +X) + k2detY = detX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Utiliz m, din nou, (4) ³i avem

detX + k2detY = detX

de unde detY = 0 ceea ce constituie o contradicµie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.5p.
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3. Fie k ∈ R∗ ³i a > 1. Calculaµi:

I(a) =
∫ cos2k−1 x(ln a·cosx+sinx)

a2kx+cos2k x
dx

Soluµie.

I(a) =
∫ ln a·cos2k x+cos2k−1 x·sinx)

a2kx+cos2k x
dx. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

= ln a
∫

cos2k x
a2kx+cos2k x

dx+
∫

cos2k−1 x sinx
a2kx+cos2k x

dx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= ln a
∫

a2kx+cos2k x
a2kx+cos2k x

dx− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

−
∫

a2kx ln a−cos2k−1 x sinx
a2kx+cos2k x

dx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= x ln a− 1
2k

∫ (a2kx+cos2k x)′

a2kx+cos2k x
dx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

= x ln a− 1
2k

ln(a2kx + cos2k x) + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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