LIVIU REBREANU
BISTRITA
Concursul Interjudetean

"Matematica, de drag"
Editia a VII - a, Bistrita
23 - 25 noiembrie 2012

cOLEGIUL

4(‘ ZVNOILVN

Clasa a XII-a - Barem de corectare

1. Consideram functia f: R — R,
f(z) = zarctge — §in(z* + 1).

Sé se calculeze f(2012)(0).
Solutie. Avem:
f(0)=0
f'(z) = arctgz, f'(0) =
f'(x) = 1+1$2, F0) = Lo 1p
De aici, putem scrie

I I 0 T 1p
Derivam in relatia precedenta de n ori, n > 1 si avem:

(14 22) f 2 (2) + CL2z fOH) (2) + 202 fF (N () = 0.0, 1p
De unde, punand x = 0, gasim:

Fr2(0) + (n = nf(0) =0,

sau

(1) FOFD0) = —(n — DN (0) 0ot Ip
Dam in (1) lui n valorile 2, 4,...,2k, k > 1 si obtinem:

F0(0) = —1-2f®(0)

FO0) = =3-4f®(0)

FERH2(0) = —(2k — 1)2kFPRI0) 1p

Inmultim aceste inegalititi membru cu membru si dupa simplificiri, obtinem:
FEH2(0) = (=1)*(2k) FP(0) = (=D)F2K), k=1,2, et Ip

Pentru k=1005, gasim:

FROI2(0) = = 20100 . ..o 1p
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Clasa a XII-a - Barem de corectare

2. Fie k € R*, X, Y € My(C) cu proprietatea 2kY? = Y X — XY. Si se arate ci
Y2 - 02.

Solutie. Deoarece

(XY ) =t (Y X ) e 0.25p
avem

(XY — Y X ) = 0. 0.25p
de unde

tr(2kY?) = 0, adica trY? = 0, deoarece tr(kA) = ktrA..........coooiiiiiiiii. 0.25p
Cazul 1

Daca detY = O ..o 0.25p
atunci din

egalitatea Y2 — tr(Y)Y 4 detY - Io =0 o ooiiiiii e 0.25p
rezulta

Y 2 = (Y ) Y 0.25p
adica

trY? = (trY)rY = (IrY )2 = 0 oo 0.25p
deunde trY = 0sideci Y2 =0g ..ot 0.25p
Cazul 2

Daca detY # 0. Din 2kY? =Y X — XY avem

(KY 4+ X )Y = Y (X — Y ) oo 0.5 p
iar de aici deducem

(1) det(kY + X) =det(X — Y ) oot e 0.5p
Din egalitatea

(2) det(X + kY ) +det(X —kY) = 2detX +2k>detY .......oooviiiiiiiiiiin .. 0.5p
si (1) rezulta

(3) det(X + kY ) = detX + K2detY ....oooni 0.5p
Pe de alta parte, din egalitatea din enunt, avem:

(kY 4 X Y = Y X o 0.25p
de unde

(4) det(2kY + X)Y = detX oo 0.25p
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Pentru k£ =1, din (2) avem:
(B) det(X +Y)+det(X —Y)=2detX +2detY .......cccoiviiiiiiiiiiiiii. 0.5p

Folosind (5) putem scrie
det((2kY + X) + X) + det((2kY + X) — X)) = 2det(2kY + X) + 2det X
sau
det(2kY + 2X) + det(2kY) = 2det(2kY + X) + 2detX

sau, utilizand (4) avem:

det2(kY + X ) +det(2kY) = 4detX ..o oo 1p
Cum det(AA) = N?detA, A € My(R), avem:
det(KY + X) + K2detY = detX ....oooio 0.5p

Utilizdm, din nou, (4) si avem
detX + k*detY = detX

de unde detY = 0 ceea ce constituie o contradictie................. ... .. ..., 0.5p.
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Clasa a XII-a - Barem de corectare

3. Fie k € R* gi a > 1. Calculati:

2k

[ cos?* 1 g(Ina-cos x+sinz)
I(a) = f a2kz 1 cos2k 5 dx

Solutie.

—lnaf

I(CL) o f In a-cos2k x+cos2k_1m-sinz) dr
- (l2kx+(}082k o A LR AL LI LU L IS ARSI S SR EA L LSS LRI LS
cos? f cos?—1 rsing _
GZkz+C082k dm + a2kz+COS2k d:l: ......................................

=Ina [

_f a?5® In a—cos

xlna—if(

zlna —

2kz+COS daj_
a2kz+0052k 2 AL T e
2k-1 xsinx dx _

a2kx —‘rCOSZk

a2kz+CO52k :c)’ dx
a2kt 4 cos?k g

o In(a?** + cos® z) + C



