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Clasa a XI-a - Barem de corectare

1. S  se arate c 

A · (A−B) ·B = B · (A−B) · A,

pentru orice matrice p tratic  de ordin 2 cu urme egale.

Soluµie.

Fie t urma matricelor A ³i B. Avem:

A2 − tA+ detA · I2 = O2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

B2 − tB + detB · I2 = O2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci

A2B −BA2 = (tA− detA · I2)B −B(tA− detA · I2) =
= tAB − detA ·B − tBA+ detA ·B = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= t(AB −BA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

³i

AB2 −B2A = t(AB −BA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Rezult : A2B −BA2 = AB2 −B2A de unde

A2B − AB2 = BA2 −B2A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

adic 

A(A−B)B = B(A−B)A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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2. S  se determine funcµiile f : R2 → R care, pentru m,n numere naturale date,

îndeplinesc condiµiile:

a) f(1, 1) = m+ n;

b)f(x, y + z) = f(x, y) + nz, oricare ar � x, y, z ∈ R;

c) f(y + z, x) = f(y, x) +mz, oricare ar � x, y, z ∈ R;

Soluµie.

Pentru x = 1, y = 1 ³i z = x− 1, din b) avem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.5p

f(1, x) = f(1, 1) + n(x− 1) = m+ nx, ∀x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru x = y, y = 1 ³i z = x− 1, din c) avem: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.5p

f(x, y) = f(1, y) +m(x− 1) = m+ ny +mx−m = mx+ ny, ∀x, y ∈ R . . . . . . . . . 1,5p

S  ar t m c  f(x, y) = mx+ ny veri�c  condiµiile a), b), c).

a) f(1, 1) = m+ n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

b) f(x, y + z) = mx+ n(y + z) = mx+ ny + nz = f(x, y) + nz, ∀x, y, z ∈ R . . . . 0.5p

c) f(y + z, x) = m(y + z) + nx = my +mx+mz = f(y, x) +mz, ∀x, y, z ∈ R . . . 0.5p
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3. Fie ³irul (an)n≥1 de numere reale nenule de�nit prin a1 = 1
6
³i 1

an+1
− 1

an
= 3(n +

1)(n+ 2), oricare ar � n ≥ 1. S  se arate c :

a1a4 + a2a5 + ...+ anan+3 ≤ 1
600

Soluµie.

Avem:
1

an+1
= ( 1

an+1
− 1

an
) + ( 1

an
− 1

an−1
) + ...+ ( 1

a2
− 1

a1
) + 1

a1
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= 3[(n+ 1)(n+ 2) + n(n+ 1) + ...+ 2 · 3 + 1 · 2]

= 3
n∑

k=1

(k + 1)(k + 2) = 3 · 1
3

n∑
k=1

[(k + 1)(k + 2)(k + 3)− k(k + 1)(k + 2)] . . . . . . . . . . 1p

= (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde an+1 =
1

(n+1)(n+2)(n+3)
, n = 0, 1, 2, ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci:
n∑

k=1

akak+3 =
n∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)(k + 5)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

1
5

n∑
k=1

[
1

k(k + 1)...(k + 4)
− 1

(k + 1)...(k + 5)
] = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

= 1
5
( 1
1·2·3·4·5)−

1
(n+1)(n+2)...(n+5)

< 1
5·120 = 1

600
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


