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Clasa a X-a - Barem de corectare

Subiectul I. S  se determine termenul general al ³irului (an)n≥1 ³tiind c  a1 = 1 ³i

0!a1 + 1!a2 + ...+ (n− 1)!an = anan+1(n−1)!n!
2

, oricare ar � n ≥ 1.

Soluµie.

Folosim inducµia matematic .

Pentru n = 1 obµinem a2 = 2. Dac  n = 2 avem:

1 + 2 = 2·a3·2
2

de unde a3 =
3
2
= 3

(3−1)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru n = 3 avem:

1 + 2 + 3 =
3
2
·a4·2·6
2

, de unde a4 =
2
3
= 4

6
= 4

3!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Presupunem c  an = n
(n−1)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

³i s  ar t m c  an+1 =
n+1
n!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din relaµia de recurenµ  avem:

1 + 2 + ...+ n = n
(n−1)!

· an+1·(n−1)!·n!
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

sau
n(n+1)

2
= n·an+1·n!

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

de unde

an+1 =
n+1
n!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

ceea ce trebuia demonstrat.
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2. Not m cu la lungimea bisectoarei din A, cu ha lungimea în lµimii din A ³i cu r raza

cercului înscris în 4ABC. Ar taµi c :

1
la
+ 1

ha
sin A

2
= 1

r
sin A

2

Soluµie.

Avem la =
2bc
b+c

cos A
2
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde

(1) 1
la
= 1

2 cos A
2

· b+c
bc

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pe de alt  parte, putem scrie

sin A
2
(1
r
− 1

ha
) = sin A

2
· (p

s
−

a
2

s
) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

=
sin A

2

s
· ( b+c

2
) =

sin A
2

bc sinA
2

· b+c
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

=
sin A

2

2 sin A
2
cos A

2

· b+c
bc

= 1
2 cos A

2

· b+c
bc

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

De unde folosind (1), obµinem:
1
la
= sin A

2
(1
r
− 1

ha
) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

ceea ce trebuia demonstrat.
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3. i) Ar taµi c 

x3 + y3 + z3 − (x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z) + 3xyz ≥ 0, ∀x, y, z ≥ 0.

ii) S  se arate c  numerele reale a, b satisfac relaµia:

x3 + y3 + z3 + a(x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z) + bxyz ≥ 0, ∀x, y, z ≥ 0.

dac  ³i numai dac  exist  r, s ∈ [0,∞) astfel încât a = r − 1, b = 3− 6r + s.

Soluµie.

i) Ar t m c :

(1) x3 + y3 + z3 − (x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z) + 3xyz ≥ 0, ∀x, y, z ≥ 0.

Un calcul simplu ne arat�c  (1) este echivalent  cu:

x(x− y)(x− z) + y(y − x)(y − z) + z(z − x)(z − y) ≥ 0, ∀x, y, z ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . 1p

Putem presupune c  x ≥ y ≥ z. Scriind x−z = (x−y)+(y−z) ³i, punând în evidenµ 

diferenµele pozitive x− y ³i y − z, (1) devine

x(x− y)2 + z(y − z)2 + (x− y)(y − z)(x− y + z) ≥ 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

adev rat .

ii)O simpl  aplicare a inegalit µii mediilor ne justi�c  faptul c :

(2) x2y + xy2 + x2z + xz2 + y2z + yz2 ≥ 6xyz, ∀x, y, z ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Su�cienµa. Folosind (1) ³i (2), avem:

x3 + y3 + z3 + a(x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z) + bxyz =

= x3 + y3 + z3 + (−1 + r)(x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z) + (3− 6r + s)xyz =

= [x3 + y3 + z3 − (x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z) + 3xyz]+

+r(x2y + xy2 + x2z + xz2 + yz2 + y2z − 6xyz) + sxyz ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Necesitatea.Particularizând x = y = 1, z = 0, obµinem c  2 + 2a ≥ 0, adic  notând

1+a = r, deci a = −1+r. Particularizând x = y = z = 1, obµinem c  3+6a+b = s ≥ 0,

deci b = s− 6(−1 + r)− 3 = 3− 6r + s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p.


