CLASA A X-A - ENUNTURI

1. Aratati ca pentru orice numar natural nenul n exista o multime de
numere complexe A,, avind n elemente, astfel incat corespondenta r —
f(x) = 22 sa defineasca o functie bijectiva f : A, — A,.

2. Aflati a, b, ¢ € R pentru care multimea solutiilor ecuatiei

asinx +sin3x + bsinbz + ¢sin7x =0
km
— |\keZ;.

3. Consideram un numar real a > 0,a # 1.

an
a) Aratati ca sirul (

este
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> este strict crescator.
n n>1

a®—1

este injectiva.

b) Aratati ca functia f : Q% — R data de f(x) =

4. Aflati toate perechile (a,b) de numere naturale pentru care numarul
3% + 7° este patrat perfect.



CLASA A X-A - SOLUTII ST BAREME

1. Aratati ca pentru orice numér natural nenul n exista o multime de numere complexe
Ay, avand n elemente, astfel incat corespondenta z — f(z) = 22 si defineascs o functie
bijectiva f : A, — A,.

Solutie. Daca n este impar putem lua A4, = {z € C|z" = 1}. 3p
In acest caz functia este corect definits (cici 2" = 1 = 22" = 1) si injectiva (cici 22 = ¢2
si z # t implicd t = —z, de unde t" = —1 — contradictie). Cum multimea este finita, functia
este si bijectiva. 2p
Daca n este par putem lua 4, = A,,_1 U {0}. 2p

2. Aflati a,b,c € R pentru care multimea solutiilor ecuatiei asinx + sin3x + bsin bx +
csin7x = 0 este {kn/4|k € Z}.
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Solutie. Ecuatia trebuie sa aiba solutia /4 si solutia 7/2, deci a +1 —b—¢c = 0 si

a—14+b—c=0,deundea=csib=1. 2p

Ecuatia se scrie sin4z(cosx + acos3z) = 0, sau coszsindz(4acos’z —3a+1) =0. 1p

Cerinta se realizeaza daci si numai daca ecuatia 4acos?z —3a+1=0 < 2acos2z = a—1
nu are solutii, sau are solutiile tot de forma data. 1p
Prima varianta se realizeaza dacd a = 0 sau %1 ¢ [—1,1]. 1p
A doua varianta se realizeaza cand ecuatia duce la cos 2z = 0 sau la cos2x = +1. 1p
Obtinem in final c=a € [—1, %] U{l}, b=1. 1p

3. Consideram un numér real a > 0,a # 1.

an
a) Aratati ca sirul <

> este strict crescator.
n>1

x_

b) Aratati ca functia f : Q% — R data de f(z) = —
o1 -1

este injectiva.

Solutie. a) Avem de aratat ca > ) 1p
n+1 n

adica (a — 1)%(1 +2a +3a%2 + ... + na™!) > 0 — evident. 2p

b) Aratam ca functia este strict crescatoare. 1p

Daca x1 > xo sunt numere rationale pozitive, atunci exista m > n gi p, numere naturale
A m n . .
nenule, astfel incat 21 = —,z9 = —. Fie b = ¢a. Atunci, conform a),
p p

m —1 " —1

flz1)=p > = f(x2). 3p

4. Aflati toate perechile (a,b) de numere naturale pentru care numarul 3% + 7° este patrat
perfect.

Solutie. Dac# b= 0, atunci 3° =n? — 1 = (n — 1)(n + 1) implici n — 1 si n + 1 puteri ale
lui 3; cum difeerenta lor este 2, aceasta se poate daca si numai daca ¢ = 1. Obtinem solutia
a=1,b=0. 1p

Daca b > 1, deoarece patratele perfecte dau resturile 1,2 sau 4 (mod 7), trebuie ca restul
lui 3% (mod 7) sa fie unul dintre aceste numere, ceea ce se intampla daca si numai daca a este
par. 2p

Conditia devine 7° = (z — 3¢)(z + 3°),z,c € N*, deci parantezele sunt puteri ale lui 7,
de unde 2 -3¢ = 7 —7¢ d,e € N. Aceasta nu este posibil decat daci e = 0 si 37! =
74=1 4 74=2 4+ 1. Pentru ¢ > 1, analizand ultima relatie (mod 3) rezulta d = 3f, f € N*,
de unde 2-3¢ = (7/ —1)(7%/ +7/ +1), ceea ce conduce la 7/ —1 = 2.39, 72/ 47/ +1 = 3" g h € N.
Obtinem egalitatea 4 - 329 + 6 -39 + 3 = 3", care nu este posibili decat pentru h = 1 (deoarece
membrul stang este divizibil cu 3, dar nu cu 32). Deducem f = 0, ceea ce nu convine. 3p

Ramane cazul ¢ = 1, de unde d = 1, ceea ce conduce la solutia a = 2,b = 1. 1p
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