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CLASA a XI-a

Problema 1. Fie a si b doua numere reale pozitive, a < b. Sa se arate ca
lim { Va™ + b7} = {b},
n—oo

unde { } este functia parte fractionara.
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Problema 2. Fie x un numar real. Sa se demonstreze ca sirul

n 2k

xr
sn(@) =) w720
k=0

este convergent.

Problema 3. Fie A € M5(C), A # O,. Sa se demonstreze ci A% = O, daci si
numai dacé ecuatia matriceald X? = A, X € M3(C) nu are solutii.
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Problema 4. Fie n € N, n > 2 si n? numere complexe, oricare doui distincte.
Aratati ca se poate forma cu ele o matrice A € M, (C) cu determinantul nenul.



Problema 1. Fie a si b doua numere reale pozitive, a < b. Sa se arate ca
lim { Va™ + b7} = {b},
n—o0

unde { } este functia parte fractionara.

Solutie. Avem b < {/a™ + 0" < bi/2, deci srul (V/a™ + b"),, converge la b.
Cum b < [b] + 1 si lim b3/2 = b, exista un rang N de la care {/a" + b < [b] + 1.

n—oo
Atunci [V/a" 4 b"] = [b], pentru orice n > N, deci h_)m {Var+ b} = li_>m (Va4 bn—
[Va™ + b)) = li_>m (Va™+ b —[b]) = b — [b] = {b}, ceea ce trebuia aratat.

Problema 2. Fie z un numér real. S& se demonstreze ca girul

n 1:2k
sn(r) = Zm, n =0,
k=0
este convergent.
2k 1
Solutie. Din inegalitatea mediilor avem < oricare ar fi k natural.

4k 4 p4k = okt

Atunci s, (z) < Y75 1/28 < 2, deci sirul este marginit. Cum sirul este crescitor,
rezulta cerinta.

Problema 3. [Laurentiu Panaitopol]

Fie A € M3(C), A # Os. Sa se demonstreze ca A2 = Oy daca si numai daca ecuatia
matriceald X2 = A, X € M3(C) nu are solutii.

Solutie. Pentru implicatia directsi, observam ci existenta lui X cu X2 = A implici
X4 = A? = Oy, de unde X2 = O, si apoi A = Oy, contradictie.
Pentru implicatia inversa, presupunem ca A? # Os si determinim o solutie de forma
X = aA+bls, a,b € C,a # 0aecuatiei X2 = A. Avem a?A?+(2ab—1)A+b*I5 = Oo,
adica A% + (23 — a%) A+ (3)212 = Os; cu notatiile u = g siv= a%, v # 0, relatia
revine la

A%+ (2u — v)A + u*Iy = Os.
Alegem u € C cu u? = det(A); observam ci pentru det(A) # 0 sunt doud valori
opuse ale lui u. Daca 2u — tr(A4) # 0, alegem v = 2u — tr(A) si solutia se incheie.
Daca 2u — tr(A) = 0, alegem —u in loc de u si obtinem v # 0 daca u # 0.
In sfarsit, daci u = 0, atunci det(A) = 0, deci A? = tr(A)A, cu t = tr(A), t # 0.
Pentru X = %A obtinem X? = A, ceea ce incheie solutia.

NG
Problema 4. [Marcelina Popal

Fie n € N, n > 2 si n? numere complexe, oricare doua distincte. Aritati ci se poate
forma cu ele o matrice A € M,, (C) cu determinantul nenul.

Solutie. Utilizam metoda inductiei matematice.



Pentru n = 2 fie a,b,¢,d € C. Cel putin unul dintre cele patru numere este nenul;
fie acesta d # 0. Cum b # c rezulta ca a + b # a+ ¢, deci cel putin una dintre aceste
doua sume este nenuld; fie, de pilda, a + b # 0.

1 . a b ) b a o 5
Consideram acum matricele A} = . g )9 Ay = c d ) Demonstram ca
det A1 # 0 sau det Ao # 0. Daca prin absurd am avea det A = det Ay = 0, adica
ad — bc = bd — ac = 0, scazand relatiile ar rezulta (a — b)(c+d) = 0. Cum a # b
vom obtine ¢ + d = 0 si inlocuind in ad — be = 0 va rezulta d(a + b) = 0, fals.

Presupunem acum afirmatia adevarata pentru n si o demonstram pentru n + 1.
Fie (n + 1)2 numere complexe distincte. Conform ipotezei de inductie cu n? dintre
cle putem forma matricea B = (b;),<; ;<,, € Mn (C) astfel incat det B # 0; raman
2n+1 numere complexe distincte, fie acestea ay, as, ..., as,+1. Printre acestea exista
sigur n+1 numere avand suma nenula, caci altfel am avea aj+as+...+an+an+1 =0
siai+as+...+an+anye =0, adicad an41 = anyo, fals. Fara a restrange generalitatea
vom presupune ca aj + ag + ...+ ap+1 7 0.

aq as ... Qpii
py2 b1 ... bin
Formam acum matricea A astfel: A = anys  bar ... bop
A2n+1 bnl - bnn

Descompunand dupa prima linie obtinem:
det A = a1dy1 — asdia + ...+ (—1)"+2an+1d17n+1.

Daca det A = 0 vom arata ca schimband pe linia intai elementul a; cu un anumit
element a; se obtine o matrice cu determinantul nenul.

Sa presupunem prin absurd ca orice asemenea schimbare ar conduce la o matrice cu
determinantul nul. Atunci ar avea loc egalitatile:

ardyy — azdis + azdiz — ... + (—1)"2a,11dy i1 = 0;
asdiy — ardiz + azdiz — ... + (=1)"ay41dy g1 = 0;
azdyy — azdia + ardiz — ...+ (—=1)"Pay1dy i = 0;

Scazand pe rand, din prima relatie, fiecare dintre celelalte relatii rezulta: (a; — a2) (di1 + di2) =
0, (a1 — a3) (di1 — di3) =0, (a1 — a4) (di1 + d14) = 0, etc.; cum aq, ag, . . ., Gpyq SUNt

distincte rezulta ca di; = di3 =di5 =...8idy1 = —djo = dyg = —dig = ... . Aceste

egalitati ne conduc la

det A = dq; (a1+a2+...+an+1)

gi cum det A = 0si ag + a2+ ...+ apy1 # 0 urmeaza ca dy; = 0, fals deoarece
d11 =det B 75 0.

Asadar exista k € {2,3,...,n + 1} astfel incat schimband a1 cu a; obtinem o matrice
cu determinantul nenul, fapt ce incheie demonstratia.



