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CLASA a XII-a

Problema 1. Intr-un grup cu n elemente exista doua elemente de ordin p si q,
respectiv, cu p,q > 2 si (p,q) = 1. Sa se determine n, stiind ca p+q > n — 1.

Laurentiu Panaitopol

Problema 2. Fie f, g : [0,1] — R doua functii continue cu proprietatea ca

/01 P(a)da = /01 P (w)ds = 1.

Sa se arate ca exista un numar ¢ € [0, 1] astfel incat

f(e) +g(c) <2.

Problema 3. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarei implicatii:

"Daca o functie continua F' : [a,b] — R se anuleaza in cel putin un punct din
intervalul [a, b], atunci exista « € [a,b] si exista o functie integrabila f : [a,b] — R
x

cu proprietatea ca F(z) = [ f(t) dt, pentru orice z € [a, b].”
[0

Problema 4. Fie (G, -) un grup finit comutativ. Spunem ca un element a din G are
proprietatea (P) daca exista un subgrup H al lui G astfel incat produsul elementelor
din H este egal cu a. Sa se arate cad mulfimea elementelor lui G cu proprietatea (P)
este subgrup al lui G.
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Problema 1. [Laurentiu Panaitopol]

Intr-un grup cu n elemente exista doua elemente de ordin p si ¢, respectiv, cup,q > 2
si (p,q) = 1. Sa se determine n, stiind ca p+q >n — 1.

Solutie. Din teorema lui Lagrange rezultd ca p i ¢ divid n. Cum (p,q) = 1,
obtinem pq | n. Atuncip+qg>n—1>pg—1,deunde 2 > (p —1)(q — 1), ceea ce
conduce la {p,q} = {2,3} si n = 6.

Problema 2. Fie f, g : [0,1] — R doua functii continue cu proprietatea ca

jglfﬁ(x)dxzz j£1g2(x)dx:: 1.

Sa se arate ca existd un numar c € [0, 1] astfel incat f(c) + g(c) < 2.

Solutie. Cum 2(f2(z)+g¢2(z)) > (f(z)+g(x))?, prin integrare rezults ca fol(f(z:) +
g9(x))* < 4.

Aplicand teorema de medie, exista c € [0, 1] astfel incat (f(c) + g(c))? < 4, de unde
rezulta cerinta.

Problema 3. [Marcelina Popal

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarei implicatii:

"Daca o functie continua F' : [a,b] — R se anuleaza in cel putin un punct din
intervalul [a, b], atunci exista « € [a,b] si exista o functie integrabila f : [a,b] — R

x
cu proprietatea ca F(z) = [ f(t) dt, pentru orice z € [a, b].”
«
Solutie. Vom arata printr-un contraexemplu ca implicatia din enunt este falsa.

Consideram functia F : [a,b] — R, F(xz) = \/x — a care este continud si in plus
F(a) = 0. Presupunem prin absurd ca F' verifica relatia din enunt. Atunci F'(a) =
a

[ f(t) dt, deci [ f(t) dt =0, de unde obtinem:

jﬂﬂﬁziﬂﬂﬁ+iﬂﬂﬁ:iﬂwﬁ

Prin urmare F(z) = [ f(t) dt, pentru orice = € [a, b].

R—xg

Fie m = inf f(z), M = sup f(x). Din teorema de medie deducem ca pentru orice
x € [a,b] existd p, € [m, M] astfel incat F(x) = p, (x —a). De aici rezulta ca

YE2 € [m, M], oricare ar fi z € (a, ], ceea ce este fals cata vreme li{(n YL = o0,
X \a

Problema 4. [Marian Andronache]

Fie (G,-) un grup finit comutativ. Spunem ca un element a din G are proprietatea
(P) daca existda un subgrup H al lui G astfel incat produsul elementelor din H



este egal cu a. Sa se arate ca multimea elementelor lui G cu proprietatea (P) este
subgrup al lui G.

Solutie. Vom arata ca un element a € G are proprietatea (P) daca si numai daca

(1226.

Fie a cu proprietatea (P). Atunci exista H < G cua =][[,cgz. Cum [[, .z =

—1 v v 2
[l,em ™, rezulta ca a® = e.

Fie a € G cu a® = e. Multimea cu elementele ¢ si a e subgrup (de ordin 1 sau 2) al
lui G, deci a are proprietatea (P).

Cerinta rezulta din comutativitatea grupului G.



