CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA ,PANAITOPOL”
EDITIA a V-a, TULCEA, 23 februarie 2013

Clasaa VIl - a

1. a) Se considernumnirul numirul q :(1—«/5)2 +4/3- 2\/_2—( 3—\/_% Aratati ci | o |ON.

b) Determinai perechile de numeretianale pozitive (a;b), b#0, care verifi@

egalitatea/ab ++/3 = a:r/B\/é :

2. Se considerun nundr natural primp.
a) Aritati ca, daé p >3, atunci nunarul m=2p? + 1 este compus;
b) Determinai toate numerele naturale prirpeu proprietateazcnumirul m=2p? +1
este ptrat perfect.

3. Se considérnumerele reale strict pozitigediferite a;,a,, ...,aq.

1 : : :
——>+/39, aitati ca cel puin unul dintre numerele

Datﬁl+l+l+...+

a;,a,,...,a;o Nu este natural.

4. Se consideartriunghiul asctitunghicABC in care AD [0 BC, DOBC, DE O AC, EOOAC,
iar M O(DE) astfel Tncét%=%. Demonstré ca AM 0 BE.

Nota: - Toate subiectele sunt obligatorii.
- Fiecare subiect se punctede la 0 la 7.
- Timp de lucru: 3 ore efectiv.
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Problema 1.
2
a) Se consideérnumarul numarul g =(1—\/§) +43- 2\/_2—( 3—\/_%. Aratati ca

q|ON.

b) Determinai perechile de numeretranale pozitive (a;b), b#0, care verifia

egalitatea/ab++/3 = a+y3 .

Jb
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2
8) q=3-2/2+(1-V2) - 3V 2=[ £V p-V . 2p
q=+2-1-v2=-1, deci|q| =10N. 1p
b) Ridicand la ptratsi aducand la acedjanumitor egalitatea din enudevine
echivaleni cu a® - ab? +3=+/3(b- 2a). 2p
asi b sunt numere teonale, iar/3 0Q, rezula cd b—2a=0, decib=2a. 1p
Substituind, obnem ecuga 4a° —a®-3= 0 cu soluia a=1. L
Rezulti (a;b) =(1,2). P
Problema 2.

Se considerun nunar natural primp.
a) Aratati ca, dac p >3, atunci nurirul m=2p? +1 este compus;

b) Determinai toate numerele naturale prirpeu proprietateazcnumirul m=2p? +1
este ptrat perfect.

* k%

a) Cump este prim cu 3, rezdlci p® =3k +1,kON". 2p
Deci m=2p®+1= 6+ 3= { X+ }> L Asadar,meste produs de doi factori 1p
mai mari decat 1, adieeste nuriir compus.

b) Daci m=¢?, qON’, oktinem 2p® +1=q?, adia 2p° =(q-1)(q+1). 2p
Deoarece membrul stdng al ultimei tglaste nurr par, iar numerele

g-1,q+1 au aceea paritate, rezult ca ambele sunt pare. 1p

Deci membrul drept al egaliti este multiplu de 4.

Deducem & p=2. Intr-adevr, 2[2* +1= F 1p




Problema 3.
Se considernumerele reale strict pozitigediferite a;,a.,...,a4.

cf11+1+1+...+1

a,,a,,...,a,o Nu este natural.

> /39, aftati ca cel pdin unul dintre numerele

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti

Presupuneméctoate numerelal,az, ..,a70 Sunt naturale.
: 1 1 1 1 1 2p
Atunci S= S—=+—=+—=+..+—.
( r ( aw VL N2 V3 V10
Pentrui = 2 3, avem— <1, pentrui =5, 8, avemi_ <£, iar pentrui =10,
ﬁ Jio2
1 3p
avem— <—
V10
Prin urmare,S<1+ ZDL+ + 4Ell+ +— = 6— 1p
2 3 3 6
Cum+/39<S< 66 </39, oltinem contradige, deci cel ptin unul dintre cele 1p
10 numerenu este natural.
Problema 4.
Se considertriunghiul asctitunghicABC in care AD 0 BC, DOBC, DE O AC, EODAC,

iar M O(DE) astfel Tncét%:%. Demonstrd ci AM [ BE.

Prof. Mircea Fianu, Bucuregti

EgalltateaD—C -bB este echivaleatcu EM _BD . (1) 1p
DM EM DM DC

Conside#m punctul F O(EC) astfel incatDF || BE . Conformteoremei Iui

2
Thales aplicat Tn triunghiulBEC, avem:f—z :?. (2) P

Din (1) si (2) deducemé::f—g =% si conformreciprocei teoremei lui Thales

aplicat in triunghiulEDC, oktinem MF || DC. 2p

Cum DCOAD, rezulaca FM O AD.

In triunghiul ADF , DE si FM sunt riltimi, deci punctuM este ortocentrul. 2
Deducem & AM [ DF si, cum DF || BE, oltinem AM [ BE. P
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