CONCURSUL NATTIONAL DE MATEMATICA ,PANAITOPOL”
EDITIA A V-A, TULCEA, 23 februarie 2013

Clasa a VIll — a

1. Se consida@rnumirul p(m) =48nf +16m+ 1, undemON".

a) Daa numirul p(m) este ptrat perfect, aitati ca m este produsul a daunumere
naturale consecutive.
b) Dati un exemplu de pereche de numere naturale ne(rmja) Cu proprietateaac

p(m):(8a+1)2.

2. Se considérpiramida SABCLC in care bazaABCD este un paralelogram cu centrul in
punctulO, AB=2y/3 cmsi A,gcp=12cnt. Sestie ci sod( ABCD), SO=+/3 cm,
iar (SBC) O( SDA.

a) Demostra ca piramidaSABCDeste regulat
b) Aratati cd Agpc = Agag

e e .. a b 1
3. Determina numerele reale pozitivesi b stiind ca + >

b’+2a+1 a’+2b+1 2

4. Se considérmul;imeaA:{ a+ u/ﬁ\ a,b0N, & - 2013 = }1 Aritati ci:
a) Numérul [x] este nuriir natural impar, pentru oricel A;
b) 3{x} <[], pentru oricexd A.
( Notatiile [a] si {a} reprezini partea intreag si respectiv partea fragionara a
numarului real a..)

Nota: - Toate subiectele sunt obligatorii.
- Fiecare subiect se punctede la 0 la 7.
- Timp de lucru: 3 ore efectiv.



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA ,PANAITOPOL”
EDITIA a V-A, TULCEA, 23 februarie2013
Soluii orientative si bareme
Clasa a Vlll-a

Problema 1.
Se considernumirul p(m)=48nf +16m+ 1, undemON".
a) Dac numarul p(m) este ptrat perfect, aitati ca m este produsul a démnumere naturale

consecutive.
b) Dai un exemplu de pereche de numere naturale nefmie) cu proprietatea i

p(m)=(8a+ 1)2.
prof. Mircea Fianu, Bucurgi

a) Avem p(m)=(4m+1)(12m+ J. 1p
Numereledm+1si 12m+ 1 sunt prime intre ele. 1p
Dac p(m) este ptrat perfect, atunci fiecare dintre numerdla+1si 12m+1 1p
este @trat perfect.

Cum nunirul 4m+1 este impar, existk DN astfel incadm+ 1= ( 2k + ])2. 1p
Deducem & 4m+1= 4k( k+ ) + 1, de undem= k( k+1). 1p
b) Pentrum =30, obinem p(30) = 121036% ( 101§ = 26k, 1p
Cum 209= 8[126+ ., ohiinem a = 26, deci(m; a) = (30;26). 1p

Problema 2.
Se consider piramida SABCC in care bazaABCD este un paralelogram cu centrul Tn

punctulO, AB=23 cmsi Agep =12cn?. Sestie ci SOO( ABCD, SO=+3 cm, iar
(SBC) O( SDA.

a) Demostra ca piramidaSABCDeste regulat

b) Aratati ca Agpc = Agap

prof.Lucian Petrescululcea, prof. Mircea Fianu, Bucug

a) Consideim puncteleE [0 DC si F [ AB astfel incatSEC] DCsi SF [ AB. 1
Rezult ca punctelek, O si F sunt coliniare, iaF [1 DC . b

DeoareceA sz = ABLEF, rezulti ca EF = 2./3cm. 1p

Consideim puncteleM [O0BC si N[O AD astfel incatSM [0 BCsi SN AD.
Rezult ca puncteleM, O si N sunt coliniare, iaMN [0 BC .

Cum dreapta de intergeza planelo SBC) si (SDA) este paralélcuBC, 1p
deducem & m((mlj)) = rb/l\/l\s)\l: 90'.




in triunghiul dreptunghidISN, [ST este mediah deci MN = 2[B0= 2/3cm. 1p

Cum AB= EF= MN, rezult ca, in paralelogramuABCD, distanele dintre
laturile opuse sunt egale cu laturile, rezglt ABCDeste jitrat. 1p
Prin urmare, piramid8 ABCDeste regulat

b) PunctulF este mijlocul segmentul§iAB]. Cum AF = SO=+/3 cm,

1
triunghiurile dreptunghic&AFsi ASOsunt congruente ( I. C.) g
DeoareceAgpc = 20A pgq, 1ar Agpag = 20A pgp rezulti cd Agac = Agae 1p
Problema 3.
Determina numerele reale pozitivesi b stiind ca a + b > 1

b2+2a+1 al+2b+t1 2
prof.Lucian Petrescurlulcea

Avem a’+1=2a, cu egalitate pentrua=1. Rezuli ca oltinem
a’+2b+12 2(a+ b si, analog,b® + 2a+12 2( a+ b, cu egalitate pentrib =1. 2
Deci <2 s b < b . 1p
b>+2a+1 2(a+b)  a®+2b+1 2(a+h)
Prin adunarea ultimelor déunegalititi rezulti ca — a +— b SE. 2p
b“+2a+1 a“+2b+1 2
Din ipotez — a +— b 21,deci > a +— b =1 1p
b“+2a+1 a“+2b+1 2 b“+2a+1 a“+2b+1 2

Inseama ci trebuie & avem egalitate in fiecare din inegatiie a’+1>2a si 1p
b? +1> 2b. Acest lucru are loc dagi numai dagd a=b=1.

Problema 4.
Se consideérmultimea A={ a+ b\/m‘ a,bdN, & - 20135 = }1 Aritati ca:
a) Numarul [x] este nurér natural impar, pentru oriced A;
b) 3{x} <[], pentru oricext A.
( Notaiile [a] si {a} reprezini partea intreag si respectiv partea fragionara a

numarului reala.)
prof.Lucian Petrescurlulcea

a) Daa xOA, atuncix#0, deci x=>1.
Fie x= a+ b/20130 A, cu a,bON si a2 -201D? = 1.
2

Cum le,avemi—ls 0,decix+l—1s X. P

X X

. 1 1
Prin urmare, x= x+=-1=a+ b/2013+ ————-1= 2a- . (1
X a+byv2013 S

Pe de alt parte,0< 2013? = a® - 1< a2, deci bv/2013< a, echivalent cu 20
a+by2013< 2a. (2)




Din (1) si (2) deducem & 2a-1< x< 2a, deci[X| =[a+ b\/2013] = 2a- ]care

. 1p
este nurdr impar.
b) Din punctul anterior rezuit[ x| = x+%—1, deci{x} = x-[% :1—%. 1p
Inegalitatea3{ x} <[ x| este echivaleatcu 3(1— lj cx+i- 1, sau(x - 2)2 >0. 1p
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