CLASA A IX-A - ENUNTURI

1. Fie a,b,c € [0, +00). Aratati ca |a—b|+|b—c|+|c—a| = 2max{a, b, c}
daca si numai daca abc = 0.
Laurentiu Panaitopol

2. Pe laturile unui triunghi ABC luam punctele distincte Ay, As €
(BC), Bi,Bs € (AC), C,Cy € (AB) astfel incat Aj Ao+ B1Bo+C1Cy = 6>
_a)) Aratati M&cé x,1, z sunt numere reale astfel incat A1 A = zBC,
BBy, = yCA, C1Cy = 21@, atunci x =y = z.

b) Fie {M} = AyB1 N By(Cy, {N} = By,C1NCyA, {P} = CyA1 N AyB;.
Aratati ca

AgBl . ByCq - CQAl
MP MN NP’

3. Este totdeauna posibil sa partitionam o multime de 2013 numere
naturale, aflate In progresie aritmetica, in trei multimi astfel incat suma ele-
mentelor din fiecare multime sa fie aceeagi? Dar o multime de 2012 numere?

4. Functia f : Z — {0, 1} are proprietatile:

(i) f(1) =1
(ii) pentru orice a,b € Z, daca f(a) = 1si f(b) =1, atunci f(a +b) #
fla—=0).

Determinati f(0), f(2) si f(2013).



CLASA A IX-A — SOLUTII SI BAREME
1. Fie a,b,c € [0, +00). Aratati ca |a —b| + |b—c| + |c — a| = 2max{a, b, ¢} daca si numai
daca abc = 0.

Laurentiu Panaitopol

Solutie. Daca, de exemplu, a = 0, atunci max{a, b, c} = max{b, c} si
la—b|+|b—c|+|c—a|=b+c+|b—c|] = max{b,c}. 4p
Reciproc, daca presupunem, de exemplu, a < b < ¢ (putem, datorita simetriei), atunci
la — b+ |b—c|+ |c —a| = 2¢ — 2a si max{a,b,c} = ¢, deci a = 0. 3p

2. Pe laturile unui triunghi ABC' luam punctele distincte Ay, Ay € (BC), By, Bs € (AC),
C1,Cs € (AB) astfel incat Ay Ay + By By + C1Cy = 0.
a) Aratati ca, daca x,y,z sunt numere reale astfel incat /TA; = :UE(_}, 31—32> = yCTf)l,
C_'l—C'—; = z@, atunci x =y = 2.
b) Fie {M} = AQBl N BQCl, {N} = BQCl N CQAl, {P} = CgAl M AgBl. Arétat;i ca
AoBy  BCy  CoAy
MP ~ MN NP
Solutie. a) Din ipoteza reiese B? == %zﬁ + EB—ZX Pe de alta parte, reprezentarea

—
B?z1~BA+1-Besteunicézdeciy:z:x.\ . . 4p

b) Observam ca By Ag +C1 By + A1Cy = AjAs+ B1By + C1Cy = 0, deci putem aplica a)
in triunghiul M NP. 3p

3. Este totdeauna posibil sa partitionam o multime de 2013 numere naturale, aflate in
progresie aritmetica, in trei multimi astfel incat suma elementelor din fiecare multime sa fie
aceeagi? Dar o multime de 2012 numere?

Solutie. a) Da: 2013 = 946-334 si grupam primele noua elemente {as, a4, a9}, {a1, as, ag},
{as,as,ar}, iar urmatoarele secvente de cate 6 termeni le grupam {ak,axis5}, {akr1,akra},
{ak+2, apts}. 3p

b) Nu. Daca lusim primul termen foarte mare (de exemplu 107) si ratia 1, atunci una
dintre multimi va avea suma cel mult 670 - (107 + 2012) < 671 - 107, iar alta va avea suma cel
putin 671 - 107. 4p

4. Functia f : Z — {0, 1} are proprietatile:
() f(1) =1
(ii) pentru orice a,b € Z, daca f(a) =14i f(b) =1, atunci f(a +b) # f(a —b).
Determinati f(0), f(2) si f(2013).
Solutie. Daca f(0) =1, atunci f(1 4 0) # f(1 — 0) — contradictie — deci f(0) = 0. 1p
Din f(1+1)# f(1 —1) reiese f(2) = 1. 1p
Aratam inductiv cad f(3n) =0, f(3n+1) =1, f(3n+2) = 1. 2p
Cazul n = 0 a fost analizat, iar daca presupunem proprietatea adevarata pentru un anumit
n, atunci
o f(3n+2—1)# f(3n+2+1) implick f(3n +3) =0,
o f(3n+2—2)# f(3n+2+2) implick f(3n +4) = 1,
o f(3n+4—1)# f(3n+4+1) implick f(3n +5) = 1.
Deducem f(2013) = 0. 3p
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