Solutii si barem — clasa a IX-a

1. Pentru a, b numere naturale nenule definim numarul N(a,b) { } + {2“} + {3“} + .

{(b bl } Aratati cd N(a,b) este intreg dacd si numai daca a este par sau b este impar.

Solutie. Observam ca b o 4 (b bk)“ = a € N, deci partile fractionare ale numerelor & 58t (b=k)a k) ,
ke Njausuma 0 satl L. ... 3p
Grupéand termenii sumei doi cate doi, sunt posibile cazurile:
e b este impar, situatie in care suma are un numar par de termeni, avand, doi céte doi, suma
NUIMAT TIETEE; oottt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 2p

e b este par, situatie in care, ca mai sus, grupam doi cate doi termeni avind suma numar intreg
. o ~ . .. b/2 ~ ) . . o
si raméne termenul ,din mijloc” {%} = {%}, acesta este intreg daca si numai daca a este

impar. Din cazurile analizate rezulta concluzia. ......... ... . .. i 2p

a) Aritati ci, dacil a, b sunt numere reale pozitive, atunci 4(a® + b*) > (a + b)’.
b) Determinati cel mai mic numar real k& pentru care, oricare ar fi a, b, c numere reale pozitive,
k(a® + b+ c%) > (a+b+c).

Solutie. a) Relatia se reduce la 3(a — b)*(a 4+ b) > 0, evident. ................ccoooiii.... 3p
b) Pentru a = b = ¢ =1 obtinem 3k > 27, deci k > 9. ... ... i 2p
Aratam ci inegalitea este valabild pentru & = 9. in acest caz inegalitatea se reduce la 8(a>+b% +
) > 3(a+b)(a+c)(b+c). Aceasta rezulta din 3(a+b)(a+c)(b+¢) < (a+b)*+(a+¢)* + (b + ¢)°
si adunarea inegalitatilor de forma (a +b)> <4(a® +0%). ..o 2p

2zy

3. Daca z,y sunt numere reale pozitive definim my,(x,y) = et cmg(x,y) = /TY, me(x,y) =

2 2
hmp(w,y) = /5

a) Aratati ca, dacad my(z,y) + mq(x,y) = my(z,y) + my(z,y), atunci x = y.
b) Aratati cd, daca my(z,y) + my(z,y) = my(x,y) + mq(x,y), atunci z = y.

Solutie. a) Deoarece my,(z,y) < mgy(z,y) si mq(z,y) < my(z,y), egalitatea nu poate avea loc

decat daca inegalitatile devin egalitati, ceea ce conduce imediat la concluzie. .................. 3p
2 2 N
b) Scriind relatia in forma m, — m; = m, — m, obtinem éx_y) = (z—y) . In cazul

@ty) L\ /2(a?ty?)+2 /Ty
2(x +y) = v/2(2% 4+ y?) 4+ 2/7y rezulta, dupa ridicare la patrat si reducerea termenilor asemenea,
(z +1y)* = /8ry(z? + y2), si dupd inci o ridicare la pitrat, (z — y)* = 0, deci concluzia. . . . . .. 4p

4. Fle ABC si AB'C" doud triunghiuri cu m(BAC) > 90° si m(B'A'C’. S& se arate ca
hi > T A, 5+ AC~}4’C’7 unde h si A’ sunt inaltimile duse din varfurile A, respectiv A’.

Solutie. Luam pe [BC]| si [B'C'] punctele D, respectiv D', astfel incat ADLAC, A’D' LA'C".
Atunci D este situat intre piciorul inaltimii si B, deci AD < AB; analog A'D’" < A'B’ gi este
suficient s& demonstram inegalitatea cu AD, A’D’ inloc de AB,A'B’.......................... 3p

. . o . b ;. Ty .
In triunghiurile dreptunghice formate avem, cu notatiile din figurs, h = \/a‘;erQ, h' = T iar

inegalitatea se reduce la /(a2 + b2) (22 + y2) > bz + cy, ceea ce rezultd din calcule............. 4p




Solutii si barem — clasa a X-a

1. Fie @ un numar real. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea f(z)+f(y) =
(x+y+a)f(x)f(y),Vo,y € R.

Solutie. Pentru x =y = 0 obtinem 2f(0) = af*(0), deci f(0) = 0sau f(0) =2............. 3p
Daca f(0) = 0 atunci, luand y = 0, f(x) = 0,Vz € R, functie care indeplinegte cerinta. . .... 2p
Dacd f(0) = 2, a # 0, atunci f(z) + 2 = 2(z + a) f(z), deci 2 = (22 + a) f(z), Vo € R. Ultima
egalitate este insa imposibila pentru x = —7, deci in acest caz nu obtinem solutii.............. 2p

2. Un numdr rational a > 0 are proprietatea cd \/a + /a este rational. Ar#tati cd a este
rational.

Solutie. Fie \/a+ ¥/a =r. Atunci /a =r —+/a, a = r* — 3r*\/a+ 3ra — a/a si v/a = %

este rational, de unde /a este rational. ....... .. ... 4p
Astfel, Va = \/a/¥/a este ragional. ........ ..o 3p

3. Indoim un triunghi echilateral de laturs 1 astfel incat varful A si ajungd pe [BC], ca in
figura alaturata. Care este valoarea maxima a ariei patrulaterului BC'ED?

P
E
D
B A C
Solutie. DE este mediatoarea lui AP, unde P este pozitia lui A inainte de indoire. ........ 2p
Aria triunghiului PDE este §%(tga + tg(60° — a)), unde | = AP, a = m(ZBPA).......... 2p
Deoarece [ > \/75 si
in 60° 2 sin 60° 2 sin 60°
tga + ta(60° — a) = sin sin o _2sin

cos a cos(60° — a) ~ cos60° + cos(60° — 2a) — cos60° + 1’

aria minima a triunghiului PDFE este ‘1/—65 si se obtine pentru a = 30°; in acest caz aria patrulaterului
BCED este %3 .............................................................................. 3p

4. Aratati ca sirul definit prin a; = 1, a,41 = a, + a[LH E Vn > 1 contine o infinitate de termeni
2

divizibili cu 7.

Solutie. Observam ca T]ag = 14. ... .ot 1p
Aratam ca dacd 7|a, atunci existd m > n astfel incat 7|a,,. Pentru aceasta observam ca
Aon = Q2p—1 + Ay S1 Qopy1 = Qo + Gy, deci agp1 = a9y = agpr1 =a (mod 7). vt 3p
Apoi Gan—2 = Qan-—3 + Aon—1, Qan—1 = Qan—2 + A2, Qap = Qa1 + A2p, Qangp1l = Qap + Qop,

Uant2 = O4ni1 + A2nily Q4ng3 = Qany2 + Qongt, deCl Gy 2 = A4n-3 + Q, Qan_1 = Q4n—3 + 20, G4y =
A4p—3 + 3(1, Agpi1 = Q4n—3 —|—4CL, A4n+2 = A4n—3 + 5CL, A4yn+3 = A4n—3 + 6a (mod 7) Astfel, dacd a =0
(mod 7) atunci 7|asy,, iar dacd a Z 0 (mod 7), atunci unul dintre numerele ay,_3, G4n—2, - . - , Gani3
este diVIzZIibil CU 7. .o 3p



Solutii si barem — clasele XI-XII

1. Functia f : N — N are proprietatea f(m+n) = f(f(m)+n),Vm,n € N si este nemarginita.
Aratati ca f este functia identica.

Solutie. S& presupunem ci existd m natural astfel incat f(m) =p#m..................... 3p
Atunci ipoteza ne spune ca f(n + p) = f(n+ m),Vn € N, deci functia are perioada |m — p|
pentru n > min{m, p}. Aceasta contrazice insa faptul ci f este nemarginita................... 4p

2. Fie f : N* — N* o functie bijectiva. Aratati ca, daca sirul (f(n)/n),-, are limita, atunci
aceasta este 1. -

Solutie. Aratam ca girul are o infinitate de termeni mai mari sau egali ca 1 si o infinitate de
termeni mai mici sau egali ca 1. ... ... 3p

Intr-adevir, dac# inegalitatea f(n) > n este valabild doar pentru n < ng, atunci f(n) <n — 1
pentru n > ng. Notand A = max{f(n)|n < ne} si M = max{A + 1,n9 + 1}, rezultd ca toate
elementele multimii {f(n)|n < M} sunt mai mici sau egale culM — 1, in contradictie cu faptul ca
functia este INJECIVA. . ... .. 2p

In mod analog, dac# inegalitatea f(n) < n este valabild doar pentru n < ng, atunci f(n) > n+1
pentru n > ng. Notand A = max{f(n)n < ne} si M = max{A + 1,n0 + 1}, rezulta cid toate
elementele multimii {f(n)|n > M} sunt mai mari sau egale culM + 1, deci functia are cel mult
M — 1 valori mai mici sau egale cu M, in contradictie cu faptul ca functia este surjectiva...... 2p

3. Fie (x,),~, un sir definit prin ; = a € R, 2,41 = 42, (1 — x,),Vn > 1. Pentru céte valori
ale lui a avem yp13 = 07

Solutie. Observam ca xy < 0 implica x5 < 0 si, inductiv, x,, < 0,Vn > 1. De asemenea, x; > 1
implicd x5 < 0 i, ca mai sus, x,, < 0,Vn > 2. Astfel, x9913 = 0 implicd a € [0,1]. .............. 2p

Pentru a € [0, 1], dac& notdm z; = sin’a, a € [0,7/2], atunci 2o = sin*2a si, inductiv, z, =
sin?2" 1o, Astfel 29013 = 0 22020 = K,k € Zo oo 3p

Deoarece numérul valorilor convenabile ale Iui o este 22°'! + 1 si corespondenta a — « este o
functie bijectiva, raspunsul este 2200 4 1. 2p

4. Intr-o clasi sunt 2m elevi, m € N*. Numele fieciirui elev este scris pe cate un bilet, apoi
fiecare elev ia cite un bilet la intAmplare. O mutare consta in impartirea elevilor in m perechi
si schimbarea biletelor intre cei doi membri ai fiecarei perechi. Este adevarat ca, pentru orice
distributie initiala a biletelor, mutarile pot fi astfel organizate incat la un moment dat fiecare elev
sa aibd biletul pe care este scris propriul nume dacd a) m = 14; b) m =15 7

Solutie. Numerotam elevii de la 1 la 2m, consideram permutarea din Ss,, care asociaza fiecarui
elev biletul pe care il are la un moment dat si observam ca schimbarea biletelor intre elevii 7, j
inseamnd compunerea acestei permutari cu transpoziia (4, 7).......ooiiiiiiiiii i, 1p

a) Raspunsul este nu. Intr-adevir, daci permutarea initiald este impard, atunci fiecare mutare
inseamna compunerea permutarii cu 14 transpozitii, deci paritatea permutarii se pastreaza si nu
putem ajunge niciodata la permutarea identica.............. . o 2p

b) Raspunsul este da: deoarece orice permutare se poate scrie ca produs de transpozitii, este
suficient sa aratam ca putem, prin cateva mutari, sa realizam schimbarea biletelor intre doi elevi ¢
si J, i # j, iar ceilalti elevi sa raméana cu biletele pe care le aveau inainte de aceste mutari. .. .. 2p

Pentru aceasta, impartim celelalte 28 de numere in grupe de cate patru, formam perechea (i, j)
de trei ori, iar in fiecare grupa de patru schimbam perechile de trei ori, dupa regula
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