Concursul national de matematic
“‘LAUREN TIU PANAITOPOL”
Editia a VI-a, Bucuresti, 09.11.2013

Clasa a Vlll-a

1. Determina numerele naturale de formabcd , 0<a<b<c<d, stiind ca
(a;b) (o + (b;c) (ad +(c;d)mb=li8abcd .

(Prin (x; y) s-a notat cel mai mare divizor comun al numere&duralex si y)

2. Determina numerele naturale compuse care gudivizorii de forma2+1, cuk ON".

3. Se considertriunghiul asctitunghicABC in care AB < AC . PunctulD este piciorul
Tnaltimii din A a triunghiuluiABC, punctull este centrul cercului inscris Tn triunghABC,
iar punctelel ; si 1, sunt centrele cercurilor inscrise ale triungharmADB si respectiv

ADC. Daa punctulE esteproiegia punctuluil pe dreapt®8C, se cere:

a) Demonstrd ca CE = w :

b) Determina masura unghiuluill/El\z.

4. Determinai numerele primep si q astfel incatsaibi loc egalitatea7p? = g2 +1174.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii;
Fiecare subiect se punctede la 0 la 7;
Timp de lucru: 3 ore efectiv.



Concursul national de matematic
“‘LAUREN TIU PANAITOPOL”
Editia a VI-a, Bucuresti, 09.11.2013
Clasa a Vlll-a
Solutii si bareme

Problemal
Determina numerele naturale de formabcd , 0<a<b<c<d, stiind ca

(a;b)md+(b;c)@d+(c;d)@b=li8abcd .

(Prin (x; y) s-a notat cel mai mare divizor comun al numere&duralex si y)

“ . . . 1 1 1 1
Impartind relgia din enumcu abed , oktinem + + =
PAInE Te ’ M ] [o.d [cd] 18 1o
1 1 1 1 1 1 2p

. 1
Cum[m,n]<mn, oktinem — = + + > T4 T4
18 [ab] [bc] [cd] ab bc cd

Deoarecea<d-3,b<sd-2,c<d-1, olrinem

i+i+—l> 1 + 1 + 1 = 1 —_1:—3 2p
ab b cd " (d-3)(d-2) (d-2(d-3 (d-3d d-3 d d(d-3
CumdsQ,avemizi:—1

d(d-3) 96 18
Tinand seama de dubla inegalitateirmém abcd = 6789. 2p

Problema?2

Determina numerele naturale compuse care gudivizorii de forma2X +1, cu k ON".
Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Fie m este un astfel de nuim din ipotez rezuli ca m=2%+1, cusON, s=2 sau
m=2%-1, cusON, s>3.

Daci d.,, =22 +1, aON" (pentrud,,, =2% -1, avema=2) este cel mai mic

m

divizor propriu al luim, atuncid, ., = =2+1, cuas<b (a<b dad se alege
min

drin =22 +1 51 dya =2° 1) este cel mai mare divizor propriu al Imi (evident &

1p
dmin = dmax)'
Din relaia d;, [, = m oktinem:
(2""11)(2”1]):?11, (1)
cu condiia 1sa<b<s sau2<as<b<s, in cazul in care se alegg,, =2% -1.
Analizand cele 8 combiiade semne din rete (1) obtinem soldii doar in
urmatoarele trei situd: 2p

1. (2""+1)(i’+]): 2+ 1 cand rezult a=b=1si s=3, adici [m=9|, cazin




care divizorii luim sunt|d; =1=2'~1, |d, =d i, = Ay = 2% +1= 2 + 1= 3 si

dy=m=2°+1=9;

2.(f—g(?+g:2—103mijMa=bsis=%gam@nw2%—1=f—L

caz in caram este evident divizibil cu 3; dad,,;, =2% -1> 3 s-ar

contrazice minimalitatea I, , falssi prin urmared,,;, =2% -1=3, de
unde rezult ci a=b=2 si s=4; asadar[m=15, iar divizorii lui sunt 2p
dy=1=2-1, |[dy=d, =22 -1=3, [dg =d, 0 = 2° +1= 5 si

d, =m=2%-1=15;

3. (2"‘+1)(2°—]): 2+ 1 cand rezult a=1, b=2si s=3, adici [m=9], cazin

care divizorii luim sunt|d; =1=2' =1, |d, = dppy =dpax =22 +1= 2 - 1= 3

2p

si [dg=m=25+1=9.

In concluzie||mD{9;13||.

Problema3

Se considertriunghiul asctitunghic ABC in care AB < AC . PunctulD este piciorul Taltimii
din A a triunghiuluiABC, punctull este centrul cercului inscris in triunghABC, iar
punctelel ; si |, sunt centrele cercurilor inscrise ale triungharADB si respectivADC.

Daci punctulE esteproieaia punctuluil pe dreapt®8C, se cere:

a) Demonstra ca CE = w ;

b) Determina masura unghiuluinl\z.

a) Daa Gsi F sunt punctele de tangérale cercului inscris in triunghidBC cu
laturile [ AB], respectiVf AC]. NotdndCE =CF =x, AF = AG =y si

BE =BG =z, ohtinem 2(x+y+z) = AB+BC +CA, deci

X+y+Z:AB+BZC+CA_ 2p
Obtinem x = AB + BZC+CA_(y+Z) _ AB+BC +CA—AB: BC +C:\—AB
b) Fie | ,N OBC,NOBC. Aplicanda) in triunghiulADC, oktinem
CN :wZC—AD’ prin urmareEN =CE-CN = BC_AB_ZDC+AD :
AD +BD - AB 3p

Fie I;M OBC,M OBC. Avem MD = >

Obtinem MD -~ NE =0, deci MD = EN . Prin urmare segmentel®N] si [DE| au
acelai mijloc.

Notam cuP mijlocul segmentulu[l 1 2] . Deducem & PD = PE. Prin urmare 1p




m(ll/EI\Z):9O°

Cum [DP] este medianin triunghiul dreptunghid ;DI ,, inseamé ca
1p

[ 4l
PE=PD =%, decisi triunghiul 1,El , este dreptunghic.

Problema4
Determinai numerele primep si q astfel incatsaibi loc egalitatear p? = g2 +1174.
Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Avem p=q(mod2. Cum p=q=2 nu este solie, ciutim soldii (p;q), cu ambele

: 2p
componente impare.

Pentrus>5, numir prim, avems=6n+1, nON", decis? =1(mod§.
Daci am aveap>5 si q>5 s-ar obine: 7p? -q?=7-1= o( mod§, ceea ce este | 3p
fals, cal vreme1174= 4 mod§

Prin urmarep<3 sauq<3 si cum p si g sunt primesi impare, rezult ca p=3

saug=3. Pentrup=3 rezulé qON, iar pentruq=3 rezulé p=13, care este prim 2p
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