Solutii si barem — clasa a X-a

1. Fie ABC un triunghi si D punctul de tangenta cu latura BC' 4
a cercului exinscris corespunzator varfului A; paralelele prin D la m
bisectoarele unghiurilor B si C' intersecteazi paralela la BC prin V. 9, Vid M
mijloacele laturilor AB gi AC in punctele M gi N. Aratati ca: E
AB+ BC+CA SN

b) AMDN este paralelogram.
Solutie. Fie B’ piciorul bisectoarei din B gi P, ) mijloacele laturilor [AC], respectiv [AB].

SestiecaCD=p—b,BD=p—c,CB' =ab/(a4¢C) ..., 2p
Din teorema lui Thales reiese CE = CB’ - g—g = b((f:f), apoi PE = 2 — CE = 2((1 +C) iar din
asemanarea triunghiurilor CDE si PME deducem PM = CD - % =3 = ;AC’, in mod analog
rezulta NQ = %AB , de unde obginem a) ... ... 3p
Din AP = PM reiese m(m) = m(m) = %m(@) = m(A/C’b), deci AM || CQ || ND;
analog AN || M D ... 2p

2. Doua functii f, g de gradul al doilea au proprietatea ca pentru orice punct A de pe graficul
lui f gasim un punct B pe graficul lui g astfel incat AB < 1.
Aratati ca exista numerele reale k, 1 astfel incat f(x) — g(x) = kx + [, oricare ar fi x € R.

Solutie. Fie f(x) = ax® 4 bx 4 c si g(x) = ma® + nx + p.
In cazul a > m aratam ca, pentru x, suficient de mare, toate punctele graficului lui g din
intervalul [xg — 1,29 + 1] se afla sub dreapta y = f(z9) — 1 (*), deci niciunul dintre punctele

graficului lui g nu poate fi la o distanta mai mica de 1 de punctul (zo, f(g)) -+ vovvveeiin... 3p
Exista « astfel incat functia g sa fie monotona pe intervalul (o, o0); pentru x > a + 1 avem
max g(t) =max{g(x — 1), g(z+ 1)} ..o 1p
telz—1,2+1]
Deoarece a > m, multimea solutiilor inecuatiei f(z) > g(x — 1) + 1 contine un interval (53, c0),
iar multimea solutiilor inecuatiei f(x) > g(z + 1) + 1 contine un interval (y,00)............... 1p
Pentru xy > max{a — 1, 3,7} se realizeaza situatia (*), ceea ce contrazice ipoteza ......... 1p
In mod analog se aratd ¢ nu este posibil ca @ < Mi.........oooi i 1p

3. Aritati cd nu existd niciun numir intreg a si un numar real z astfel incat |z| < /3 iar
numerele v/3 — 22 si v/a — 23 si fie simultan rationale.

Solutie. Daca numerele sunt ratlonale atunci 22 si #® sunt rationale, deci x este rational ..3p
2
Deducem z = ™ &i 3 — "5 = 2’2, de unde 3a® = > + ¢* (1), cu a = ng,b = mq,c = np

numere intregi nenule. Insd, ecuatia (1) nu are decat solutia (0,0,0): daci b # 0,¢ # 0, atunci
d = c.m.m.d.c.(b, ¢) il divide pe a si, simplificand cu d, obtinem o egalitate de forma 3A2 32 +C?,
cu B, C prime intre ele, in contradictie cu faptul ca dacd B% + C? este divizibil cu 3, atunci B si C
sunt divizibile CU 3 ... oo 4p

4. a) Aratati ca exista f : R — R astfel incat f(z)— f(y)
b) Aratati ca nu exista f : R — R astfel incat f(z)— f(y)

xr— entru orice r,y € IN, x =~ .
y)? pentru orice 7,y € R,z >y
v/ — y pentru orice x,y € R,z > y.

Solutie. a) Se verifica usor ca f(x) = 2z|x| convine ......... .. . .. i 3p

b) Daca ar exista functia, atunci f(1) — f(0) = Z (f (i/n) — f((i —1)/n)) = n\/1/n = V/n

i=1
pentru orice n € N* — contradictie . ... ... 4p



