Concursul de matematica ,,Laurentiu Panaitopol”
Editia a IV-a, Bucuresti, 11 noiembrie 2011

SUBIECTELE

Clasa a VI-a

1. Stiind ca a, b, ¢ sunt numere rationale, ab = 1,8, bec = 2,7 si abc = 3,24,
calculati:

a) b(a+c);

b) Suma numerelor a, b si c.

2. Se considerd multimea A = {ab | a si b sunt cifre nenule}.

a) Dacd « € A gl y € A astfel incat x + y = 165, aratati ca 3z > 2y.

b) Determinati numéarul de perechi (z,y), * € A gi y € A, pentru care
T 4y = 165.

3. La matematicd, Andrei a sustinut mai multe teste. La fiecare test, el
a obtinut punctaje exprimate prin numere naturale cel mult egale cu 100. La
unul dintre teste, Andrei a obtinut cel mai mic punctaj, 68 puncte. incepémd
cu cel de-al treilea test, punctajele obtinute de Andrei au fost egale cu media
aritmetica a punctajelor obtinute la testele precedente. In final, suma tuturor
punctajelor obtinute de Andrei a fost de 360 puncte.

a) Determinati numarul de teste sustinute de Andrei.

b) Determinati suma punctajelor obtinute de Andrei la primele doua teste.

4. Restul impartirii unui numar natural n, 2 < n < 1000, atat la impartirea
cu 10 cat si la impértirea cu 3, este egal cu 1. Aritati ci, daca n = p?, p € N,
atunci p este numar prim.

Clasa a VII-a

1. Numerele intregi m si n verifica relatia 3m + 4n = 100. Determinati cea
mai micd valoare posibild a numéarului |m — n|.

2. Se considerd multimea A = {abcd | 6 divide pe abcd}.

a) Determinati numarul de elemente ale multimii A.

b) Daca n este un numar natural, notam cu s(n) suma cifrelor lui n. De-
terminati numarul elementelor x € A care au proprietatea ca restul impartirii
numarului s(z) la 10 este egal cu 6.

3. Se considera un triunghi isoscel PQR cu proprietatea ca existd S € (RQ)
astfel incat triunghiurile PSQ si PSR sunt isoscele.
Determinati valorile posibile ale masurilor unghiurilor triunghiului PQR.

4. Se considera triunghiul ABC, AB = AC. Punctul D este piciorul inaltimii
din A a triunghiului ABC, iar punctul F este piciorul perpendicularei din D pe
dreapta AC. Daca F' este mijlocul segmentului [DE], aratati cd AF 1 BE.



Clasa a VIII-a
1 4
1. Aratati c&, daca 0,1}, at 11— < -
a) Ardtati cd, dacd x € [0,1], atunci 1 < P I
b) Ar#tati ¢, daca a,b sunt numere reale care indeplinesc conditiile
1
i) 0 < a1< bsiii)a< e —— < b pentru orice = € [0, a],

atunci b —a > 3"

2. Aritati ci ’ \/2\/2\/ﬁ\/2+\/2+\/2+ﬁ ’ <23

3. Se considera patrulaterul ABCD inscris 1n cercul C (O; R). Paralela prin
punctul D la dreapta BC' intersecteaza semidreapta (C' A in punctul P, dreapta
AB in punctul @, iar cercul C' (O; R) in punctele D gi R. Paralela prin punctul
D la dreapta AB intersecteazd semidreapta (C'A in punctul S, dreapta BC
in punctul T, iar cercul C (O;R) in punctele D gi U. Demonstrati ca, daca
PQ = QR, atunci ST =TU.

4. Se considera numarul natural nenul n. Determinati numerele naturale
a1, A2, .., Gn, CU a1 < G2 < ... < an, care satisfac simultan relatiile:

i) a1 + ag + ... + a, = n?;

i) a? +a% + ...+ a2 <nd+ 1.

Clasa a IX-a

1. Figura aldturatd reprezintd un pentagon regulat. Aratati cd [GH] =
[DF].

A B

2. Aritati ca: 2t +y* + ary +2 > 0,Vz,y € R daca si numai daci |a| < 4.
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3. Gisiti toate numerele naturale z, y pentru care 2 +y +3siy? +x+3
sunt patrate perfecte.

4. Aratati ca existd o infinitate de patrate perfecte care au toate cifrele
nenule si suma cifrelor patrat perfect.

Clasa a X-a

1. Ar#itati cd existéd o infinitate de cvadrupluri (a, b, ¢, d) de numere naturale
distincte astfel incat a +b=c+d si /a+ Vb= \/c+ Vd.



2. Aritati cd, notand (a,b) = c.m.m.d.c. {a,b} i [a,b] =c.m.m.m.c. {a,b}:

a) pentru orice n € N* existd numerele naturale a; < as < ... < a, astfel
incat, pentru orice 4,5 € {1,2,...,n} are loc relatia (R): [a;, a;] < (ai,a;)%;

b) nu existd un sir strict crescator (a,)n>1 de numere naturale ai carui
termeni sa verifice (R).
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3. In triunghiul ABC, bisectoarea unghiului BAC taie (BC) in D, cercul
circumscris triunghiului ABD taie AC a doua oara In E si cercul circumscris

triunghiului ACD taie AB a doua oara in F. Ar#tati ca [BF| = [CE].

4. Cate permutéri (ag,as, ..., a101) ale numerelor (2,3,...,102) au propri-
etatea: pentru orice k € 1,101, ay este divizibil cu k& ?

Clasele XI — XII

1. Aratati ca graficul functiei f : R — R, f(z) = « 4 {z} este taiat de orice
paraleld la Ox in exact doud puncte.

2. Functia f: N* — N* are proprietatea: (z +y)f(x) < 22 + f(xy) + 2011,
oricare ar fi z,y € N*. Aratati ¢ f(z) < z, oricare ar fi € N* gi cd functia
g:N* = N, g(x) =z — f(x) este marginita.

3. Determinati numerele reale x > 1,y > 1 pentru care v — 1+ /y — 1 si
va 4+ 14 +y/y+ 1 sunt numere intregi neconsecutive.
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4. Fie n € N,n > 3. Vom numi o secventa (aj,as,...,a,) de numere reale
nerepetitivd dacd numerele a; + a;4+1,1 € {1,2,...,n — 1} sunt distincte doud
cate doua (de exemplu, secventa (1,2,3,3,1,1) este nerepetitiva, are lungime
6 si in ea apar trei numere distincte). Determinati numéarul minim de numere
distincte care apar intr-o secventa nerepetitiva de lungime n = 53.



