Concursul IMAR

(din cadrul concursului ”Laurentiu Panaitopol”)

Editia 2009 (a saptea).

Data: Sambata 7 Noiembrie, orele 10:00.

Locul: Colegiul National ”Spiru Haret”, Bucuregti.
Timp de lucru: 4 ore (plus % ora pentru intrebari).

Problema 1. Fie date a si b numere intregi strict pozitive distincte.
Demonstrati ca sistemul de ecuatii

TY + 2w = a
zz+yw =2>

are un numar finit de solutii numere intregi x, vy, z, w.

Problema 2. Un cub are 7 varfuri marcate cu valoarea 0 si al optulea
cu valoarea 1. O mutare este selectarea unei muchii i marirea numerelor
din varfuri cu o valoare intreaga k > 0. Demonstrati ca dupa orice numar
finit de mutari, c.m.m.d.c. al celor 8 numere din varfuri este egal cu 1.

Problema 3. Fie patrulaterul convex ABC'D avand
AB=CB g /ABC+2/CDA=m,
si fie ' mijlocul diagonalei AC'. Demonstrati cda /CDE = /BDA.

Problema 4. Fiind date n numere intregi strict pozitive a1, as,...,a,
(nu neaparat distincte), si o secventa (x1,xg,...,Ton) de 2" numere, fiecare
dintre acestea egal cu unul dintre numerele a;, demonstrati ca exista (macar)

o subsecventa formata din termeni consecutivi (zx, Tg41,. .., Z¢), astfel incat
V4

produsul Ha:, al acestor termeni este patrat perfect.
i=k
Aratati si ca numarul 2" nu poate fi inlocuit cu nicio valoare mai mica.

Problema 5. Determinati cel mai mic numar real ¢, astfel incat

n k n
21+1112+...+1<Czak

k=1 a1

oricare ar fi numarul intreg n > 1 si oricare ar fi numerele reale strict pozitive
a1,a2,...,0n.

Concizia gi claritatea redactérii vor fi luate in consideratie. Ciornele nu
se remit. Fiecare problema valoreaza 10 puncte.

Mult SUCCES tuturor participantilor!



