Concursul de matematica ,,Spiru Haret” — Solutii IX — X

1. Daca M are mai mult de doua elemente supraunitare, fie a > b cele mai
mari dintre acestea. Folosind ipoteza pentru {a,b,c}, cu ¢ > 1 si observatia
ab,ac > a = ab,ac ¢ M, rezulta bec € M; cum be > b deducem bc = a. Astfel, M
are cel mult trei elemente supraunitare. (4p)

Analog se demonstreaza ca M are cel mult trei elemente subunitare, deci, in
total, M are cel mult 7 elemente. (1p)

Un exemplu cu 7 elemente este {%, %, % 1,2,4,8}.(2p)

2. Pentru a indeplini egalitatea

(z+k)(y+ k)
Tty

putem lua z = 2a — k,y = 2a — 3k daci a # k (4p) siz = k% y = —1 dacd a = k.

(3p)
Observatie. Reprezentarea indicata nu exista in cazul a = k = +1.

3. Rationam inductiv. In cazul n = 2, concluzia se verifica direct, analizand
cele 6 posibilitati de alegere a multimilor Ay, As. (2p)

Presupunem acum ca proprietatea este adevarata pentru n > 2 si consideram
o familie de submultimi distincte Ay, ..., A, 41 ale multimii {1,2,...,n+ 1}. Fie
B =A;\{n+1}, i=1,...,n+ 1. Exista doua cazuri.

i) Multimile By, ..., B,4+1 sunt distincte; in acest caz proprietatea este verifi-
catd luand z =n + 1. (1p)

i1) Printre multimile By, ..., By,4+1 exista multimile distincte Cq,...,Ck, k< n
si ,copiile” acestora Ci41,...,Cpt1. Deoarece egalitatea B; = B; este posi-
bila pentru ¢ # j doar daca multimile A;, A; contin aceleasi elemente dintre
1,2,...,n iar exact una dintre ele il contine pe n + 1, rezulta ca fiecare din-
tre multimile Cq,...,Cy are cel mult o copie, cele care au copie corespund unor
multimi A;,, ..., 4;, C {1,2,...,n}, iar copiile sunt de forma C;U{n+1}. Folosind
acum ipoteza de inductie, exista un element = € {1,...,n} astfel incat multimile
Ci\{z},...,C\ {x} sa fie distincte. Deducem ca multimile Cy \{z},...,C\ {z},
Ciu{n+1}\{z},...,CrU{n+ 1} \ {z} sunt si ele distincte, iar printre ele se
afla toate multimile de forma A4; \ {z},1 <i<n+1. (4p)

4 P D 4. Daci AELED, fie P € (AD) astfel incat ZAEP = ZAEB
/ (P exista, deoarece m(ZAED) = 90° > m(LAEB)). (2p)
Din AAEB = AAEP rezulta ZAPE = ZABE = ZACD.
Astfel, patrulaterul EPDC este inscriptibil, iar m(ZCED) =
90° —m(AEB) = 90°—m(AEP) = m(£LDEP), de unde reie-

se CD = DP. (2p)
Obtinem astfel ACDF = APDF, /DPF = /DCF = ZABE, patrulaterul
ABF P este inscriptibil, ZAFP = ZAF B si, 1n final,

m(£LAFD) = m(£LAFP)+m(/DFP) = £(m(£BFP)+m(ZCFP)) = 90°. (3p)



