Concursul de matematica ,,Spiru Haret” — Solutii XI — XII

1. Din ipoteza reiese x,4+1 > Ty, Vn = 2, de unde, inductiv, z, > zo+n—2 >
n — 1 pentru n > 2. (3p)

Rezultd zp+1 =2 ©p + Tp—2 > x5, + 2 pentru n > 5, ceea ce implica z, >
x5+ 2(n —5) = 2n — 6 pentru n > 5.(2p)

Aceasta duce la g > 12, ceea ce contrazice relatia 11 = 10 + Zz,. (2P)

2. Agezam axele astfel incat cel putin un punct laticial A(a,d) sa se afle pe
frontiera. (3p)

Consideram un numar real d > 0, astfel incat orice distanta de la un punct
laticial exterior lui D la frontiera lui D sa fie mai mare decat d. Deplasam acum
axele cu distanta d/2, astfel incat punctul (a,b) sa fie in exteriorul lui D. (2p)

Daca D nu continea 2008 puncte laticiale in agezarea initiala, atunci, in noua
agezare, D are cel mult 2006 puncte laticiale — contradictie. (2p)

3. a) Aratam inductiv ca, daca A > max{2011,aj,as}, atunci avem majoran-
tul Al+1. Aceasta rezulta din faptul ca in multimea {A!+2, A!+3,..., A42011}
nu exista nici un numar prim si:

e daca p, $i pro1 sunt impare atunci p,io < %(pnﬂ + pn +2008) < A!+1005;

e dacé cel putin unul dintre numerele p,, si p,+1 este 2 atunci p,+2 < Al4+2011.
(5p)

b) Un exemplu este 2,3,3,2,3,3,... (2p)

4. Demonstram prin inductie. In cazul n = 5 avem 6 submultimi din-
tre ({1,2,3},{1,4,5}), ({1,2,4},{2,3,5}), ({1,3,5},{2,3,4}), ({1,3,4},{2,4,5}),
({1,2,5},{3,4,5}), deci trebuie sa luam doua din aceeasi pereche. (2p)

Sa presupunem acum ca proprietatea este adevarata pentru orice k < n, unde
n > 6 gi sa presupunem ca este falsa pentru o multime M cu n elemente si n + 1
submultimi ale sale. Cele n+1 submultimi au, in total, 3n+3 elemente, deci exista
un element a € M care apare in cel putin 4 submultimi A;, Ay, Az, A4. (3p)

In afard de a, multimile As, A3, A4 contin cate unul dintre celelate doua ele-
mente ale lui A;. Astfel, inca unul dintre elementele lui A1, fie el b, este continut de
doua dintre multimile Ay, A3, Ay; putem presupune A; = {a,b,c}, A2 = {a,b,d},
Az = {a, b, e}. Deoarece A, are cate doua elemente comune cu A, Asg, A3, acestea
nu pot fi decat a gi b. Analog, orice alta submultime care-1 contine pe a il contine
si pe b; de asemenea, orice submultime care-1 contine pe b il contine si pe a. Fie A
reuniunea celor s submultimi care contin pe a si b; A are s + 2 elemente, iar cele
n + 1 — s submultimi ramase sunt incluse in multimea M \ A care are n — s — 1
elemente. Insd, conform ipotezei de inductie, printre submultimile ramase exista
doua care au exact un element comun — contradictie. (2p)



