INEGALITATEA IONESCU - WEITZENBOCK

D. M. BATINETU-GIURGIU' si NECULAI STANCIU?

Scopul acestui articol este de a demonstra ca vestita inegalitate Weitzenbock
trebuie sa se numeasca inegalitatea lonescu-Weitzenbock.

In Gazeta Matematica, Vol. III (15 Septembrie 1897 — 15 August 1898), Nr. 2 ,
Octombrie 1897, la pagina 52, lon lonescu, fondatorul Gazetei Matematice, a publicat
problema:

*273. Sa se arate ¢ nu existd nici un triunghiu pentru care
neegalitatea:
483 > a® +b* + ¢
sa fie satisfacuta.
(I. IONESCU.)

Solutia problemei 273, apare in Gazeta Matematica, Vol. III (15 Septembrie 1897
— 15 August 1898), Nr. 12, August 1898, la paginile 281, 282 si 283, dupa cum urmeaza:

*Problema 273. - Sa se arate ca nu existd nici un triunghiu pentru care
neegalitatea:

453 > a’ +b* +¢2

sd fie satisfacuta.
(I. IONESCU. )

Solutiune data de D-I N. G. Muzicescu (Student, lasi).

Fie ABC un triunghi oare-care, construim de o parte si de alta a laturei BC
triunghiurile echilaterale BCA" si BCA"; punctul de intilnire M , al laturilor 4’4" si
BC va fi la mijlocul fie-careia din aceste doua drepte.

Fie AA"'=d si AA"=d'.

Din triunghiul 44'4", deducem prin aplicarea unor teoreme cunoscute:

(1) d>+d?=2-AM>+2-A"M’
2) d*-d’*=4-A"M* MH;

iar din triunghiul dat ABC, deducem:
2

(3) b +c’ =2 AM> +"7.
Pe de alta parte 4"M fiind inaltimea unui triunghiu echilateral de laturd a avem:
4) A'M = %a\/?.

Din relatiile (1), (2), (3) si (4) deducem:
(5) d*+d” =a’+b*+c°,

! Profesor, Colegiul National “Matei Basarab” , Bucuresti, Roméania
2 Profesor, Scoala generald “George Emil Palade” , Buzau, Romania



6) d*—d*=2a-MH-3,

A A”

A’

insd: 2a- MH reprezinta de 4 ori suprafata triunghiului ABC, caci MH este evident
egal cu Tndltimea acestui triunghiu; facand inlocuirea si scazand pe (6) din (5), avem:
2d" =a* +b* +c* —4S43
de unde:
a’+b>+¢? 24S\/§,
iar inegalitatea contrarie este imposibila.

Solutiune data de D-nii: 1. Moscuna (Bucuresti) si I. Penescu

(Bucuresti).
Avem:
0
S=Lhesind, a’ =b>+c” —2becos A, 3 = cotg30® = 530
0
2 sin 30
Inlocuind, simplificand cu 2, si oprind in membrul II numai 5> +¢* avem:
. cos30° .,
bc| sin 4 -— stcosd|>b" +c”,
sin 30
care ne da:
(1) 2bcsin(4+30%)>b* +¢7 .
Pe de altd parte avem:
(b—c)* =0,
care ne da:
(2) 2bc<b* +¢°

Pentru ca neegalitatea (1) si poata fi satisficuta trebue ca A4 <150°, caci alt-fel
membrul I ar fi negaliv §i nu ar putea fi mai mare ca membrul II care e pozitiv.
Presupunind aceastd conditiune indeplinitd putem imparti neegalitatea (1) prin (2)
dand resultatului sensul neegalitatii (1). Avem ast-fel:

3) sin(4+30%) > 1.



Aceastd neegalitate e imposibila, sinusul neputand fi mai mare ca unitatea. Deci
neegalitatea (1) si prin urmare si cea datd este imposibild pentru ori-ce triunghiu.
Daca (3) si (2) devin egalitati, atunci (1) devine egalitate. Pentru aceasta trebue ca

A+30°=90°, adici 4=60° si b=c, adicd triunghiul si fie echilateral. Asa dar
neegalitatea datd devine egalitate pentru ori-ce triunghiu echilateral.

Solutiune data de D-ra Maria Rugesu (Studenta, lasi) si de D-nii: Th. M.
Vladimirescu (Ramnicul Valcei); G. G. Urechila si 1. Sichitiu (Sc. Sp.
De Art. si Geniu) si Corneliu P. Ionescu (Elev Cl. VI Lic. Galati).

Neegalitatea data ne da succesiv:

4\/p(p—a)(p—b)(p—c) A3>at+b>+c?,

16-p(p—a)(p-b)(p—c)-3>(a’ +b* +c*)*,

3:2p2p-2a)2p-2b)2p —2¢) > (a’ +b* +c*)>,

3-(a+b+c)b+c—a)a+c—b)a+b—c)>(a’ +b* +c?)°,

3.[(b+c) —a’][a’ —=(b-c)’]>(a’ +b* +c*)7,

3-[2bc+c” +b*> —a’][2bc+a’ —b*> —c*]>(a’ +b* +¢*)7,

3.[4b°c® —(a® =b*> —c*)*]> (a® +b* +c*)?,

3.[2a’b* +2a°c® +2b°c® —a* —b* —c*]>a* +b* + ¢ +2a°h” +2a°c? +2b°¢?,

4a’b* +4a’c* +4b*c* —4a* —4b* —4c¢t >0,

2[2a* +2b* +2¢* —2a°b* —2a°c* —2b*c*]<0,

2(a’> =b*)* +(a’> —c*)* +(b* —c*)*]1<0.

Dar aceasta din urma neegalitate e imposibila, toti termenii din membrul I fiind
pozitivi.

Deci si neegalitatea datd este imposibild pentru ori-ce triunghiu.
Ultima neegalitate se transformd in egalitate numai cand a =b=c, adica cand
triunghiul e echilateral, neegalitatea data devine egalitate.

Au mai rezolvit aceastd problema pe alte cai si D-nii: A. lliovici, I. Nicolaescu,
Emil G. Nitescu, V. V. Cambureanu si C. Vintila.

In anul 1919, Roland Weitzenbéck a publicat in Mathematische Zeitschrift, Vol.
5, Nr. 1-2, pp. 137-146 articolul Uber eine Ungleichung in der Dreiecksgeometrie, in
care demonstreaza ca:

In orice triunghi ABC, cu notatiile obisnuite, are loc inegalitatea:

a’+b% +c* 24438 (W)

Observdm cad inegalitatea lui lon Ionescu este aceeasi cu inegalitatea lui
Weitzenbock, si de aceea Incepand din acest moment inegalitatea Weitzenbock (W)
trebuie sd se numeasca inegalitatea Ionescu-Weitzenbock (1I-W). Inegalitatea Tonescu —
Weitzenbock, la a Ill-a O.IM., Veszprém, Ungaria, 8-15 iulie 1961 a fost datd spre
rezolvare concurentilor.

Un numar de 11 demonstratii ale inegalitatii (I-W) au fost prezentate de Arthur Engel in
cartea Problem solving strategies, Springer Verlag, 1998.



Ne propunem sa prezentdm pentru aceastd frumoasd inegalitate alte 23 de
demonstratii $i 10 generalizari dupa cum urmeaza:

Demonstratii:

2

2
2> (a+ b3+ c) = 45 :%- p- P, si conform inegalitatii lui

Mitrinovié, adica p > 343r, inegalitatea precedenta devine:
4
a’+b* +c’ Zg-p-3\/§r:4\/§pr = 44/3S .
Demonstratia 2. Conform inegalitatii mediilor avem:
a’ +b*> +c? >33(abc)’ ,

iar conform inegalitétii lui G. Pdlya si G. Szegé avem:

Demonstratia 1. a” + 5> +¢

3
(abc)® > (ﬁj , 1ar inegalitatea precedenta devine:

3
3
48
a>+b2 4¢P >3 (— — 44/35..
)

Demonstratia 3. In conformitate cu inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz avem:
(@ +b> +c)Y(m2 +m} +m?) > (am, +bm, +cm, )’ <

= %(a2 +b° +cz)z > (am, +bm, +cm, ) <

oat+b+c? z%(ama +bm, +cmc)zi(aha +bh, +chc)=i-65=4ﬁs.

5 5

Demonstratia 4. Conform inegalitatii lui Cebdgsev avem:

(a2 +b° +cz(1+%+1j23(a+b+c)<:>(a2 +b* +c*)ab +bc +ca) > 3abc(a+b +c)
a c
si deoarece a’ +b* +c¢*> > ab+bc +ca , rezulti ci:
(a2 +b’ +c2)2 > (a’ +b* +c*)ab+bc+ca)>3abc(a+b+c) <
& (a2 +b° +cz)2 >3abc-2p =24pRS,
de unde conform inegalitatii lui Euler R > 2r, deducem ca :

(a>+b% +c>) 224pS - 2r = 48Spr = 4852 < a> +b* +¢> 2 485 = 43S .

Demonstratia 5. Avem: ab +bc +ca = 2S| — ! +— ! +— 1
sin4d simB sinC

Deoarece functia f : (O, 7z) =R, f(x)= este convexa pe (0,72') ,

S1m x
COS X

= 2 2
sin“ x+2cos” x
S (x) = 3

— - > 0 |conform inegalitatii lui Jensen avem,;
sin” x sin” x

(f’(x) --



1 1 1 1 1
+ + >3- =3 :2\/3 , i atunci obtinem :
sind sinB sinC . A+B+C . ? ’
sin——— sin —
3 3
2
a2+b2+022m2ab+bc+ca24\/§S.

Demonstratia 6. Avem:
a’+b*+c*=Q2p-b-c) +Q2p-c-a) +2p—-a-b)’ =
=(p-a+p-c)+(p-ctp-a) +(p-a+p-b)2
24(p-a)p-b)+4(p-b)(p-c)+4p-c)p-a)=

1 ! !
=4p(p-a)p-b)(p- i
p(p—a)p-b)p C)[p(p—a)+p(p—b)+P(P—c)]

+
p \p—-a p-b p-c

1 1 1 3 : <
+ + > ——, obtinem ca :
p—-a p-b p—-c r

2 2
2 zﬁ-ﬁz“ﬁs = 44/35 .
P

j , apoi tindnd cont de binecunoscuta:

a’+b*+c

r
Demonstratia 7. Avem : (ab)’ +(bc)® + (ca)® > abc(a+b+c)=2p-4RS = 8pRS,
si conform inegalitatii lui Euler (R = 2r )deducem ca : (ab)2 +(bc)® +(ca)® 216S°.
Deci : (ab+bc +ca)’ = (ab)* +(bc)* +(ca)’ +2abc(a+b+c)=16S*> +16pRS ,
unde folosim din nou inegalitatea lui Euler (R = 2r ) si deducem ca:

(ab+bc+ca)® >168* +16p(2r)S =16S> + 325> =488, adica:

a’ +b>+c* > ab+bc+ca>43S.
Demonstratia 8. Avem:
ra (rb + rc)
a=—-

p
ab — rurb(rb +rc)(ra +7"c) > 4rarbrc Vrurb

2 2

p p
Deci, (ab)2 + (bc)2 + (ca)2 > 16r2(rarb +rr +rr,),sideoarece r, 7, + 1,1, + 1.7, = p2 ,

si analoagele de unde deducem ca:

. _ 2 -
, si deoarece r,r,r. =rp”, rezultdab > 4r\/r,r, .

obtinem : (ab)’ + (bc)” + (ca)® >16r* p> =165 si apoi ca in Demonstratia7. obtinem

a’ +b> +c* > ab+bc+ca>438.
Demonstratia 9. Consideram in afara triunghiului ABC punctul D astfel incat triunghiul
ACD este echilateral.Fie E si F mijloacele segmentelor [BD]si [ AC].Conform teoremei

lui Euler in patrulaterul ABCD avem:
AB? + BC* +CD* + DA® = BD* + AC® +4EF* &
oct+a’ +b>+b> =BD* +b*> +4EF? < a’ +b” +¢*> =BD* +4EF”.
Rezulta din teoremei cosinusului in triunghiul 4BD:



BD? = AB* + AD* —=2AB - AD -cos /BAD = ¢* +b* — 2bcc0s(A +§j =

=p+¢? —2bc(cosAcos§—sinAsin§j = b2 +c? —becos A+~/3besin 4 =

b*+c* —a? +2ﬁs_a2+b2+cz+4ﬁ5
_— 5 .

=b*+c’ -

Deci,

, @ +b*+c*+443S
- 2
si deoarece EF’? >0, obtinem a> +b> +¢2 > 44/3S .
Demonstratia 10. In inegalitatea Stevin-Bottema:
(x+y+2)°R* > yza’ + zxb” + xyc’,Vx,y,z € R, ,

at+b +c YAEF? & a* +b* +c¢> — 43S =8EF?,

luim x =a’,y =b’,z = c’si obtinem:
(az +b° —1-02)2R2 >3a’b*c® < (a° +b° +c*)R > \3abc < a® +b* +¢> 24435
Demonstratia 11. Fie 7 punctul lui Fermat-Toricelli (centrul izogon) al triunghiului

ABC NotamTA = x,TB = y,TC = zsi avem u(LATB)= u(/BTC)= u(£CTA)= %”

Conform teoremei cosinusului in triunghiurile BTC,CTA, ATB avem respectiv:

2
a’ =y’ +z7° —2yzcosT:y2 v 4yz bt =2 vt v et =t Ay .

Prin urmare:
a’+b+c? =2(x" + Y+ 2+ xy+ yzHzx 2 3(xy + vz +zx) =
:3(xysin2—ﬂ+yzsin2—ﬂ+zxsin2—ﬂj- L _
3 3 . 2z
sin ——
2

= 3(2ariaTAB +2ariaTCB + 2ariaTCA)-— =

V3
= 4\/§(ariaTAB +ariaTCB + ariaTCA) = 4+3ariadBC = 43S .

Demonstratia 12. Daca in prima inegalitate a lui Tsintsifas:
m n "
a’ + pr+—L 2 22\/§S, Vm,n,peR,,
n+p m+p m+n

ludm m =n = p =1, atunci obtinem:

%(az +b° +c2)2 238 & a> + b2 +¢2 > 44/38.

Demonstratia 13. Daca in a doua inegalitate a lui Tsintsifas, adica: dacd A B,C,si
A,B,C,sunt doua triunghiuri de laturi a,,b,,c,, respectiv a,,b,,c,si arii S,s1 S,, atunci
avem inegalitatea:

a,a, +bb, +cc, 2 4\/§~1/SIS2 .

Deci, dacd ludm 4,B,C, = 4,B,C, = ABC , obtinem: a> + b* + ¢ > 4/3 -4/S? =44/38..



Demonstratia 14. Teorema Jakob-Steiner, afirma ca dintre toate triunghiurile de acelasi
perimetru, cel de arie maximd este triunghiul echilateral.Fie S,aria triunghiului
echilateral de perimetru 2psi Saria unui triunghi de perimetru 2p .Deci, conform

teoremei Jakob-Steiner avem:
2

.28 L_>5o p> 23438,

33
Apoi, conform inegalitatii dintre media aritmetica si media patratica avem:
2 s (a+b+c)’ _ 4p’
3 3

Rezultd ci: a” +b° + ¢’ 2%-192 2%-3\@5:4\@5.

a’+b’ +c

Demonstratia 15. Murray S. Klamkin a stabilit ca: daca x,y,z € R, atunci in orice
triunghi ABC , are loc:

2
(ax+by+czj S vz =X

b

4S8 “ab bc ca
cu egalitate daca si numai daca:
X y z

a(b> +c* —a’) - b(c* +a* —-b*) - c(a*> +b*=c?)’
Daca luam 1n inegalitatea lui Murray S. Klamkin,x = a, y = b,z = ¢, atunci obtinem:

2 2 2\2
(%j >3’ +b> +c? 2 43S

Demonstratia 16. 4. Oppenheim a stabilit ci: daci x,y,z € R, , atunci in orice triunghi
ABC are loc inegalitatea:

(a2x+b2y+czz)2 > 16S2(xy+ vz + zx).
Daca consideram x = y = z =1, atunci deducem:
(@>+b7 +¢7) 21657 3 a” +b> +c> 2 43S .
Demonstratia 17. Tot Murray S. Klamkin a stabilit si inegalitatea:
a’ +b* +¢’ ’ a> b* S
S

din care obtinem: a’ +b” +¢* > 44/38 .
Demonstratia 18. Conform teoremei cosinusului avem:

a® =b*> +c* —2bccos A > 2bc — 2bc cos A = 2bc(1 — cos A) = 4bcsin® g =

| ., A

sin 5 sin 5 y
— dbesin A- —85.— 2 _4g.ed

sin A A A g2

2sin — Ccos —
2 2

si analoagele; de unde deducem ca:



A B C
a2+b2+c224S(t R —j.
g2 g2 g2

Deoarece, functia h: (0, 7z) —> R, h(x)= tg% este convexd pe (O,;z)rezulté conform

: SO A B C A+B+C

inegalitatii lui Jensen ca: tg—+tg—+tg—> 3tgL = 3tg£ =43,
2 2 2 3 6

Deci, am obtinut ci: a® +5> +c* > 44/35.

Demonstratia 19. Avem:

2 2
(a2 +b° +c2)2 :§(GZ +b’ +02Xm3 +m; +m3)2§.(a+b3+c) Am, +m§ tm) >

> %(a +b+c)(h, +h +h) > %(31/411)0 '33\/hahbhc )2 = lz(W)z -
= 12(%/2353 )2 = 4857,

de unde se deduce usor cd: a’ +b> +c> > 4438 .

Demonstratia 20. Pentru orice punct M € IntABC notam
d,(M),d,(M),d.(M)distantele de la punctul M respectiv la dreptele

BC,CA, ABsis, (M) = AIMBC),s,(M) = AIMCA], s,(M) = AIMAB] .Vom arita ci:

a4 b TR 6\/3 .
d,(M) d,(M) d.(M)
Intr-adevar, avem:
a b c a’ b* ¢’
da (M) db (M) dc (M) ada (M) bdb (M) Cdc (M)
a’ b* ¢’

= + + ,
25,(M)  25,(M) " 25,(M)
unde aplicdm inegalitatea lui Bergstrom si obtinem:
(a+b+c)2 4p*> 2p° 2p

T> el
2(sa (M)+s, (M)—i-sc(M)) 28 pr r
apoi conform inegalitétii lui Mitrinovié (p > 3./3r ) deducem ca:

r>2P> 2'3“/5:6\/5.
r r
Daca luam M = G, atunci :

5,(G)=5,(G) =5.(G) =§S,

>

si rezulta ca:
2 2 2 2 2 2
a + b + ¢ = a + b + ¢ 26\/§©
25,(M) 25,(M) 25,(M) 2¢ 2o 2
3 3 3

sal+ bl el z%s-éﬁ=4ﬁs.

T =



Demonstratia 21. Conform inegalitatii Neuberg — Pedoe avem:
Daca A,B,C,, A,B,C,sunt doua triunghiuri de laturi a,,b,,c, si a,,b,,c,de arii S,si
respectiv S,, atunci are loc inegalitatea:

al(~a? +b7 +c2 )+ b (a2 —b7 + )+ cPad + b2 =2 )>168,S, .

: : . . 3.
Dacad luam triunghiul 4,B,C,echilateral de laturi a, =b, =c, =1, avem S, =§§1

. L 3 . . .

atunci rezultd ci a; +b] +c; >16S, % = 44/35, Deci intr-un triunghi ABCare loc
inegalitatea: a” +b> +c¢* > 44/35 .
Demonstratia 22. Conform unei inegalitéti a lui 4. Oppenheim :
Dacax,y,ze€R,, atunci in orice triunghi ABC, cu notatiile obisnuite, are loc

inegalitatea:
(x+y+z)° > Zx/g(yzsinA + zxsin B+ xysin C)
cu egalitate < x = y = z §i triunghiul ABC este echilateral.
Daca ludm x =a,y = b,z = c, atunci obinem:
(a+b+c) > 2/3(besin A+ casin B + absin C) = 24/3 - 65 =124/3S .

(a+b+c)

Deoarece, a” +b> +c¢> > , rezulta ca:

a’+b*+c

2o (a+b+e)’ 1243 _4fis
> 3 S .
Observatie. Procedand ca mai sus:

(@a+b+c)” > 12435 < 4p* > 12438 = 12\/§pr S p 33r , deci am obtinut o noud
demonstratie pentru inegalitatea lui Mitrinovic.
Demonstratia 23. /n orice triunghi are loc inegalitatea:
¢’ >(a+b)*sin’ g
Intr-adevar:

ab(c* —(a +b)* sin’ %) =abc® —ab(a +b)* sin’ %

= abc? —(a+b)2(p—a)(p—b):

2 N2 2 22 322 2 2 s
=abc® —(a+b)-< (a=b)* _4abc® —a’c’ —b’c’ —2abc’ +(a—b)*(a+b)’ _

4 4
(a-b)(a+b) —c*(a’ —2ab+b*) (a-b)*((a+b) -c*)
4 4
f— 2 f—
= (@=b) (a +b4 Natbte) = p(p—c)a—b)* 20, cu egalitate daci si numai daca
a=b.
Deci,

>

a’+b* +¢? Z(a+b)2sin2%+(b+c)2Sin2§+(c+a)2sin2§



., C ., A ., B
C ) Sin E Sin 5 Sin E

> 4absin® — + 4bcsin® — + 4casin® = =88 - +— +— =
2 2 sinC sin A sin B

4 B C
=4S|tg—+tg—+1tg— |,
(gz £ gzj

unde deoarece functia f : (0,7[] —> R, f(x)= tg% , este convexa pe (O, 72'] , rezulta ca:

A+ B+
a>+b> + ¢ 24S-3-tg—C:125-tg%=4\/§S.
Generalizari
Generalizarea 1. Daca m € [l,oo), atunci in orice triunghi ABC, are loc inegalitatea:

45"
a’”" +b" " 23— | .
NG}
Demonstratia 1. Avem:
a’" +b*" +c*" =(a®)" +(b*)" +(c*)", de unde daci tinem seama ci functia

* * o . - * . .o . .
u:R, — R, ,u(x)=x"este crescatoare si convexd pe R, si aplicim inegalitatea Jensen

obtinem:
2 2 2
u(a®)+u(b*)+u(c®)>3u a b et > 3u ﬂ =3u 45 <
3 3 J3

2 2 2\" m
a +b”+c 4S5
<:>a2m+b2m+czm23— >3 —= .
3 V3
Demonstratia 2. Deoarece functia f : R, — R., f(x)=x"", este convexi pe R, conform

inegalitatii lui Jensen avem:

Fla)+ f(B)+ f(0) > %f(%b*

1
j<:> aZm +b2m +CZm > 32m71 (2p)2m —

32m—1 - 32m—lrm - 32m—1 7 .

Conform inegalitatii lui Mitrinovic avem > 343, si din relatia precedenta obtinem ceea
r

ce era de demonstrat.
Demonstratia 3. Conform inegalitatii lui J. Radon avem:

(a+b+c)2’" 3 4mp2”’

a2m +b2m +ch > 3 — 32m?1

, $1 mai departe procedam ca in demonstratia 2.

Generalizarea 2. Daca m € [2,00), atunci in orice triunghi ABC, are loc inegalitatea:



a” +b" +c¢ >(£j2.

3 V3
Demonstratie. Avem:

m m m m
a” +b" +c" =(a’)? +(b*)2 +(c’)?*, si deoarece functiav:R, — R.,v(x)=x2este
crescatoare §i convexd pe R, , atunci conform inegalitatii lui Jensen rezulta ca:

W@+ v(b?) +v(c?) 3{“2 ”’; +el J > 3v[4§SJ _ 3{%} o

3
sa”+b" +e” 23(£] .
3

. - . * * v . - * - A
Generalizarea 3. Daca functia w: R, — R, este convexa i crescatoare pe R, , atunci in
orice triunghi ABC, are loc inegalitatea:

w(a®) +w(b>) +w(c®) > 3W(4—\/§j .

Demonstratie. Conform inegalitatii lui Jensen avem:
a’+b* +c’
3 j
de unde tinem cont de (I-W) si de faptul ci w este crescitoare pe R, obtinem:

w(a®) +w(b*) +w(c?) > 3w[@J = 3W(%j .

Generalizarea 4. Dacd m,x,y,z€ R, si x+y+ze R, atunci in orice triunghi ABC,

w(a®)+w(b*)+w(c’) > 3w(

are loc inegalitatea:

an1+2 bn1+2 cm+2 4\/§S
+ + > :

(xa+yb+zc)" (xb+yc+za)" (xc+ya+zb)" (x+y+2z)"
Demonstratie. Avem:

m+2 m+2 m+2
a b c
U= —+ —+ — =
(xa+yb+zc)" (xb+yc+za)" (xc+ ya+zb)
aZ(m+l) b2(m+1) 62(m+1)

) (xa2 + yab + zac)m " (xb2 + ybc + zab)m " (x02 + yac + zbc)m )

B (aZ)mH . (bZ)erl .
xa® +2 (@ + b))+ Z(a® + ) b2+ L (B2 )+ Z(a +b?)
2 2 2 2
. (02)m+1

2+X 2+2+£b2+2
(xc 2(a 0)2( c’)



unde aplicam inegalitatea lui J. Radon si (I-W) si obtinem:
(az+bz+cz)m+1 _aerszrc2

(x(a? +b> +c?) 4 p(@® +b* +c) + 2(a> +b> +c?)) (x+y+2)"

4438

(x+y+2z)" .

U >

>

Generalizarea S. Daca m € R, cu notatiile de la Demonstratia 20., atunci avem :
am+2 bm+2 Cm+2

> 2m+2 (\/g)erlS )

(M) dp (M) dl (M)
Demonstratie. Avem:
2(m+1) (a )m+l

_Zd (M)_Z Al (M) S2"s! (M)

de unde conform inegalitatii lui J. Radon deducem ca :

>

2 2 9 \m+l 2 2 9 \m+l
U > (a thi+e ) — = (a +h +n ) , unde folosim faptul ca :
2" (s, (M) +5,(M)+s,(M))" 2" s
2 2
a’+b*+c* > (a +b3+ ) = 4p , sl rezulta ca:
N 4m+lp2(m+l) . 2m+2pm+1 (3\/31”)]"“ _ 2 (\/E)”Hl (pr)m+l i e (\/E)MHS’”” )
2m3m+1Sm 3m+1 Sm Sm

— 2m+2(\/§)m+1S )

. v * .« A . . . . .
Generalizarea 6. Daca m € R, , atunci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

2
{am +b" +c”’)’” S 4\5

3 3

S.

Demonstratie. Avem:
. besinA _ casinB _ absinC de unde §° = (abc)’ sin Asin Bsin C .
2 2 2 8
Deoarece, sin 4+sin B +sin C > 33/sin Asin Bsin C , rezulta ca :
2,2 2 . . . 3
A B .
a b8 ¢ (sm i SH; TS C) , unde folosim faptul ca :

S3 <

sin A+sin B+sinC < % , $1 deducem ca:

272 2 3 3
Ssﬁabc ﬁ <::>(abc)22ﬁ .
8 2 V3
a”™ +b" +c" 3\/ mbm "

Deci: 3 (abc) 3 &




2
= (M]m > (abc)% = ((abc)2 )5 > 45 .

3

Generalizarea 7. Dacix,y € R,, x+y € R, atunci in orice triunghi ABC, cu notatiile

+

obisnuite , are loc inegalitatea:
(xa + yb)2 + (xb + yc)2 + (xc + ya)2 > 4\/§(x +y)°S.
Demonstratie. Conform inegalitatii lui H. Bergstrém avem:
(x+y)2(a+b+c)2 B 4]92(x+y)2
3 - 3 '
Conform teoremei Jakob-Steiner: dintre toate triunghiurile de perimetru 2p cel de arie

U =(xa+yb) +(xb+ yc)* + (xc + ya)’ >

maximd este triunghiul echilateral. Fie deci S,aria triunghiului echilateral de

. . 2
perimetru2 p si laturdag = Tp Avem:

2 2 2
S, _4 ﬁ—ﬂ.ﬁz%ﬁ@aﬂ :pz\/g<:>p2 23\/553.

4 9 4
Asadar,
2 2 2 2
> (x+) (§+b+c) = 4p ();er) :4\/§(x+y)2S3, si deoarece S, > S (conform

teoremei Jakob-Steiner) rezultd ci: U > 4+4/3(x + »)°S .

Observatie. Dacax =1,y =0, atunci obtinem inegalitatea lui Weitzenbdck.
Generalizarea 8. Dacim,x,ye R_,x+yeR., atunci in orice triunghi ABC, cu
notatiile obignuite , are loc inegalitatea:

3-m  m+l
(xa +yb)"" +(xb+ yc)"" + (xc+ ya)"" 22" (x+y)"'3 4 § 2 .
Demonstratie. Conform inegalitatii lui J. Radon avem:

m+1
V =(xa+yb)"" +(xb+ yc)"" +(xc+ ya)"" > %(a +h+c)" =

3"’!
m+1 m+1 Lﬂ
:(x+y) 2m+1pm+1:(x+y) 2m+1(p2) 2 )
3" 3"
Ca mai sus: p° = 3\/§S3 si conform teoremei Jakob-Steiner S, > S .
Deci,
m+1 m+1 m+1 m+1
> ('x+3.)’:) 2m+1(p2)7 (x+3y) 2m+1(3\/_S ) >

(EN" e it o5
> 2 (35)2 =2"1(x+)™'3 ¢ 5 ? ,qed.
Observatie. Dacam = x =1,y = 0, atunci obtinem inegalitatea lui lonescu-Weitzenbock.
Generalizarea 9. Dacdix,y,ze R ,x+y+ze€ Ri , atunci in orice triunghi ABC, cu
notatiile obignuite , are loc inegalitatea:
(xa+ yb+zc)’ +(xb+ yc + za)’ +(xc+ ya + zb)* > 4x/§(x+y+z)2S.
Demonstratie. Conform inegalitatii lui H. Bergstrém avem:



2 2
U=(xa+yb+zc) +(xb+ yc+za) +(xc+ya+zb) > (x+y+z)(at+b+c) _

3
_4p*(x+y+z)
= 3 ,
Ca mai sus: p° = 3\/§S3 si conform teoremei Jakob-Steiner S; > S .
Deci,
Us At Ity e 4 Bk yeo)?S,

Observatie. Dacax =1,y = z = 0, atunci obtinem inegalitatea lui lonescu-Weitzenbock.

Generalizarea 10. Dacam,x,y,ze R, ,x+y+z € R: , atunci in orice triunghi ABC, cu
notatiile obignuite , are loc inegalitatea:

3-m  m+l
(xa+ yb+zc)"" +(xb+yc+za)"™" +(xc+ya+zb)"" 22" (x+y+z)""3 4 5 2.
Demonstratie. Conform inegalitatii lui J. Radon avem:
m+1
xa+ yb+zc
V:Z(xa+yb+zc)'"+1 Z(Z( ;m )) =
_Gryr i arbr o™ (kye™
3" 3"
Ca mai sus: p° = 3\/§S3 si conform teoremei Jakob-Steiner S; > S .
Deci,
+ v+ m+1 2m+l m+l + v+ m+1 2m+1 m+1
VZ(x y Z) (p2)2 Z(X y Z) (3\/§S)2 —
3/71 3m
3-m  m+l

=2"x+y+z)"'3 4 852 qed.

Observatie. Dacam=x=1,y=z=0, atunci obtinem inegalitatea lui Jonescu-
Weitzenbock.
In legatura cu inegalitatea lui lonescu-Weitzenbock exista in literatura de specialitate alte
doud inegalitdti celebre, si anume:

o Inegalitatea Hadwiger-Finsler:

a’+b*+c’ 24\/§S+(a—b)2 +(b-cf +(c—a).
o Inegalitatea Neuberg-Pedoe: pentru un al doilea triunghi de arie 7 si laurile de
lungimi x, y, z avem:
(Y +z27 = x)+b (P +xP =y + (X +yT —27) > 168T,

cu egalitate daca si numai daca triunghiurile sunt asemenea.
Remarca. La a XX-a O.IM., Bucuresti, Romdnia in 1978 a fost propusa comisiei O.1.M.
de catre Cehoslovacia problema:
Fie T, un triunghi de laturi a,b,c si arie P, iar T alt triunghi de laturi u,v,wsi arie Q.
Sé se demonstreze ca:

az(—u2 +v? +w2)+b2(u2 —y? er2)+cz(u2 +v? —w2)2 16PQ.

Observam ca problema este de fapt inegalitatea Neuberg—Pedoe.
Demonstratie. Avem:



1 . 1 ) ) .
PzaabsmC, QzauvsmWsl ¢ =a’*+b*—2abcosC ,w* =u’ +v? —2uvcosW , iar

inegalitatea devine:
4abuvsin Csin W < az(—u2 +vi+u +v° —2uvcosW)+
+b2(u2 —v +u’ +v —2uvcosW)+cz(u2 +vi—u’ -y’ +2uvcosW)<:>

& 4abuvsin Csin W < 2a’v(v —ucos W )+ 2b°u(u —vcos W )+ 2c*uvcos W <
< dabuvsin CsinW < 2a°v —2a*uvcosW +2b°u’ —2b*uvcosW +2c*uvcos W <
& 2abuvsin CsinW < a’v’ +b*u’ —(a2 +b2)uvcosW—|-uv(a2 +b° —2abcosC)cosW
& a’v? +b*u’ > 2abuv(cos C cos W +sin Csin ) <
< a’v? +b*u’ —2abuv + 2abuv(l—cos(C - ))> 0 <
& (av—bu)’ +2abuv(1 - cos(C —W)) > 0, ceea ce este evident.
Egalitate avem daca si numai daca:
av—bu =0sil—cos(C-W)=0< av=>busi cos(C-W)=1<
a

b . L o o
=—si C =W , adica cele doud triunghiuri sunt asemenea.

@gzési C-W=0<
\% u \%

u



