
INEGALITATEA  IONESCU - WEITZENBÖCK 
 

D. M. BĂTINEŢU-GIURGIU1 şi NECULAI STANCIU2 
 
 
  Scopul acestui articol este de a demonstra că vestita inegalitate Weitzenböck 
trebuie să se numească inegalitatea Ionescu-Weitzenböck. 
             În Gazeta Matematică, Vol. III (15 Septembrie 1897 – 15 August 1898), Nr. 2 , 
Octombrie 1897, la pagina 52, Ion Ionescu, fondatorul Gazetei Matematice, a publicat 
problema: 
             *273. Să se arate că nu există nici un triunghiu pentru care  
neegalitatea: 

                                                        22234 cbaS   
să fie satisfăcută. 
                                                                                                               (I. IONESCU. ) 
             Soluţia problemei 273, apare în Gazeta Matematică, Vol. III (15 Septembrie 1897 
– 15 August 1898), Nr. 12 , August 1898, la paginile 281, 282 şi 283, după cum urmează: 
         *Problema 273. - Să se arate că nu există nici un triunghiu pentru care  
neegalitatea: 

                                                        22234 cbaS   
să fie satisfăcută. 
                                                                                                               (I. IONESCU. ) 

 
 

         Soluţiune dată de D-l  N. G.  Muzicescu  (Student, Iaşi). 
         Fie  un triunghi oare-care, construim de o parte şi de alta a laturei  
triunghiurile echilaterale  şi  

ABC BC
ABC  ABC  ; punctul de întâlnire M , al laturilor AA   şi 

 va fi la mijlocul fie-căreia din aceste două drepte. BC
         Fie  şi . dAA  dAA 
         Din triunghiul , deducem prin aplicarea unor teoreme cunoscute: AAA 

                               (1)     2222 22 MAAMdd 
                               (2)     ; MHMAdd  222 4
iar din triunghiul dat , deducem: ABC

                                (3) 
2

2
2

222 a
AMcb  . 

     Pe de altă parte MA   fiind înălţimea unui triunghiu echilateral de latură  avem: a

                                 (4)    3
2

1
aMA  . 

Din relaţiile (1), (2), (3) şi (4) deducem: 
                                 (5)    , 22222 cbadd 
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                                 (6)    3222 MHadd  , 

A
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C

H

M

A
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însă:  reprezintă de 4 ori suprafaţa triunghiului , căci MHa 2 ABC MH  este evident 
egal cu înălţimea acestui triunghiu;  făcând înlocuirea şi scăzând pe (6) din (5), avem: 

                                                   342 2222 Scbad   
de unde: 

                                                          34222 Scba  , 
iar inegalitatea contrarie este imposibilă. 
 
       Soluţiune dată de D-nii:  I. Moscuna (Bucureşti) şi I. Penescu 
(Bucureşti). 
       Avem: 

AbcS sin
2

1
 , , Abccba cos2 222

0

0
0

30sin

30cos
30gcot3  . 

       Înlocuind, simplificând cu 2, şi oprind în membrul  II  numai  avem: 22 cb 

                                         22
0

0

cos
30sin

30cos
sin cbAAbc 








 , 

care ne dă: 
                        (1)                         . 220 )30sin(2 cbAbc 
       Pe de altă parte avem: 
                                                                     , 0)( 2  cb
care ne dă: 
                        (2)                                        222 cbbc 
     Pentru ca neegalitatea  (1)  să poată fi satisfăcută trebue ca , căci alt-fel 
membrul I ar fi negaliv şi nu ar putea fi mai mare ca membrul II care e pozitiv. 
Presupunând această condiţiune îndeplinită putem împărţi neegalitatea (1) prin (2) 
dând resultatului sensul neegalităţii (1). Avem ast-fel: 

0150A

                        (3)                                      . 1)30sin( 0 A



     Această neegalitate e imposibilă, sinusul neputând fi mai mare ca unitatea. Deci 
neegalitatea (1) şi prin urmare şi cea dată este imposibilă pentru ori-ce triunghiu. 
Dacă (3) şi (2) devin egalităţi, atunci (1) devine egalitate. Pentru aceasta trebue ca 

, adică  şi 00 9030 A 060A cb  , adică triunghiul să fie echilateral. Aşa dar 
neegalitatea dată devine egalitate pentru ori-ce triunghiu echilateral. 
 
Soluţiune dată de D-ra Maria Rugesu (Studentă, Iaşi) şi de D-nii: Th. M. 
Vladimirescu (Râmnicul Vâlcei); G. G. Urechilă şi I. Sichitiu (Sc. Sp. 
De Art. şi Geniu) şi Corneliu P. Ionescu (Elev Cl. VI Lic. Galaţi). 
Neegalitatea dată ne dă succesiv: 

     2223))()((4 cbacpbpapp  , 

     , 2222 )(3))()((16 cbacpbpapp 
     , 2222 )()22)(22)(22(23 cbacpbpapp 
     , 2222 )())()()((3 cbacbabcaacbcba 
     , 22222222 )(])(][)[(3 cbacbaacb 
     , 2222222222 )(]2][2[3 cbacbabcabcbc 
     , 2222222222 )(])(4[3 cbacbacb 
     ,    222222444444222222 222]222[3 cbcabacbacbacbcaba 
     , 0444444 444222222  cbacbcaba
     ,               0]222222[2 222222444  cbcabacba

     . 0])()()[(2 222222222  cbcaba
     Dar această din urmă neegalitate e imposibilă, toţi termenii din membrul I fiind 
pozitivi. 
     Deci şi neegalitatea dată este imposibilă pentru ori-ce triunghiu. 
Ultima neegalitate se transformă în egalitate numai când cba  , adică când 
triunghiul e echilateral, neegalitatea dată devine egalitate. 
     Au mai rezolvit această problemă pe alte căi şi D-nii: A. Iliovici, I. Nicolaescu, 
Emil G. Niţescu, V. V. Cambureanu şi C. Vintilă.  

 
             În anul 1919, Roland Weitzenböck a publicat în Mathematische Zeitschrift, Vol. 
5, Nr. 1-2, pp. 137-146  articolul Uber eine Ungleichung in der Dreiecksgeometrie, în 
care demonstrează că: 
 În orice triunghi ABC , cu notaţiile obişnuite, are loc inegalitatea: 

                                       Scba 34222                                                         (W) 
            
           Observăm că inegalitatea lui Ion Ionescu este aceeaşi cu inegalitatea lui 
Weitzenböck, şi de aceea începând din acest moment inegalitatea Weitzenböck (W) 
trebuie să se numească inegalitatea Ionescu-Weitzenböck (I-W). Inegalitatea Ionescu – 
Weitzenböck, la a III-a O.I.M., Veszprém, Ungaria, 8-15 iulie 1961 a fost dată spre 
rezolvare concurenţilor. 
Un număr de 11 demonstraţii ale inegalităţii  (I-W) au fost prezentate de Arthur Engel în 
cartea Problem solving strategies, Springer Verlag, 1998. 



 
 Ne propunem să prezentăm pentru această frumoasă inegalitate alte 23 de 
demonstraţii şi 10 generalizări după cum urmează: 

 
Demonstraţii: 

 

Demonstraţia 1. pp
pcba

cba 

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)( 22
222 , şi conform inegalităţii lui 

Mitrinović, adică rp 33 , inegalitatea precedentă devine: 

                         Sprrpcba 343433
3

4222  . 

Demonstraţia 2. Conform inegalităţii mediilor avem: 

                          3 2222 )(3 abccba  ,  

iar conform inegalităţii lui G. Pólya şi G. Szegö avem: 
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Demonstraţia 3. În conformitate cu inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz avem: 

                             2222222 ))(( cbacba cmbmammmmcba  

     22222

4

3
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Demonstraţia 4. Conform inegalităţii lui Cebâşev avem: 

  )(3))(()(3
111 222222 cbaabccabcabcbacba
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şi deoarece , rezultă că: cabcabcba  222

                 )(3))(( 2222222 cbaabccabcabcbacba

       ,   pRSpabccba 2423
2222 

 de unde conform inegalităţii lui Euler rR 2 , deducem că : 

               22222 4848224 SSprrpScba  SScba 3448222  . 
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, şi atunci obţinem : 
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Demonstraţia 6. Avem: 
              222222 )2()2()2( bapacpcbpcba

                                   222 )()()( bpapapcpcpap
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, apoi ţinând cont de binecunoscuta: 

              
rcpbpap
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


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
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, obţinem că : 

               S
S
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S
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3434 22
222  . 

Demonstraţia 7. Avem : ,    pRSRSpcbaabccabcab 842)()()( 222 

şi conform inegalităţii lui Euler ( rR 2 )deducem că :   2222 16)()( Scabcab  . 

Deci : ,  pRSScbaabccabcabcabcab 1616)(2)()()()( 22222 
unde folosim din nou inegalitatea lui Euler ( rR 2 ) şi deducem că: 
           , adică: 22222 483216)2(1616)( SSSSrpScabcab 

            Scabcabcba 34222  .  
Demonstraţia 8. Avem: 

                
p

rrr
a cba )( 
  şi analoagele de unde deducem că: 
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p
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
 , şi deoarece , rezultă2rprrr cba  barrrab 4 . 

Deci, , şi deoarece ,   )(16)()( 2222
accbba rrrrrrrcabcab  2prrrrrr accbba 

obţinem : şi apoi ca în Demonstraţia7. obţinem   222222 1616)()( Sprcabcab 

                         Scabcabcba 34222  . 
Demonstraţia 9. Considerăm în afara triunghiului  punctul astfel încât triunghiul 

este echilateral.Fie 
ABC D

ACD E şi F mijloacele segmentelor şi .Conform teoremei 
lui Euler în patrulaterul avem: 

][BD ][AC
ABCD

              2222222 4EFACBDDACDBCAB
       . 222222222222 44 EFBDcbaEFbBDbbac 
Rezultă din teoremei cosinusului în triunghiul : ABD
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Deci,  
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 2
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Scba
cba 2222 834 EFScba  , 

şi deoarece , obţinem 02 EF Scba 34222  . 
Demonstraţia 10. În inegalitatea Stevin-Bottema:  
                             , , 22222)( xyczxbyzaRzyx  *,,  Rzyx

luăm şi obţinem: 222 ,, czbyax 

            22222222 3 cbaRcba  abcRcba 3)( 222 Scba 34222  . 
Demonstraţia 11. Fie T punctul lui Fermat-Toricelli (centrul izogon) al triunghiului 

.NotămABC zTCyTBxTA  ,, şi avem      
3

2  CTABTCATB . 

Conform teoremei cosinusului în triunghiurile avem respectiv: ATBCTABTC ,,

           yzzyyzzya  22222
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2
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; ; . zxxzb  222 xyyxc  222

Prin urmare: 
             )(3)(2 222222 zxyzxyzxyzxyzyxcba
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                    
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2
2223 ariaTCAariaTCBariaTAB  

                    SariaABCariaTCAariaTCBariaTAB 343434  . 
Demonstraţia 12. Dacă în prima inegalitate a lui Tsintsifas: 
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luăm , atunci obţinem: 1 pnm

                          ScbaScba 3432
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1 222222  . 

Demonstraţia 13. Dacă în a doua inegalitate a lui Tsintsifas, adică: dacă şi 

222 sunt două triunghiuri de laturi , respectiv şi arii şi , atunci 
avem inegalitatea: 

111 CBA

2SCBA 111 ,, cba 222 ,, cba 1S

                               21212121 34 SSccbbaa  . 

Deci, dacă luăm ABCCBACBA  222111 , obţinem: SScba 3434 2222  . 



Demonstraţia 14. Teorema Jakob-Steiner, afirmă că dintre toate triunghiurile de acelaşi 
perimetru, cel de arie maximă este triunghiul echilateral.Fie aria triunghiului 

echilateral de perimetru şi aria unui triunghi de perimetru .Deci, conform 
teoremei Jakob-Steiner avem: 
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Apoi, conform inegalităţii dintre media aritmetică şi media pătratică avem: 
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Rezultă că: SSpcba 3433
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Demonstraţia 15. Murray S. Klamkin a stabilit că: dacă Rzyx ,, , atunci în orice 
triunghi , are loc: ABC

                          
ca

zx

bc

yz

ab

xy

S

czbyax







  2

4
, 

cu egalitate dacă şi numai dacă: 
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Dacă luăm în inegalitatea lui Murray S. Klamkin, czbyax  ,, , atunci obţinem: 
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Demonstraţia 16. A. Oppenheim a stabilit că: dacă , atunci în orice triunghi 
 are loc inegalitatea: 

*,,  Rzyx
ABC

                             .    zxyzxySzcybxa  22222 16
Dacă considerăm , atunci deducem:  1 zyx

                          ScbaScba 34316 22222222  . 
Demonstraţia 17. Tot Murray S. Klamkin a stabilit şi inegalitatea: 
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din care obţinem: Scba 34222  . 
Demonstraţia 18. Conform teoremei cosinusului avem: 
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şi analoagele; de unde deducem că: 
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Deoarece, funcţia   Rh ,0: ,
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tgxh  este convexă pe  ,0 rezultă conform 

inegalităţii lui Jensen că: 3
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Deci, am obţinut că: Scba 34222  . 
Demonstraţia 19. Avem: 
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3
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4
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                                                                2
2

3 33 48212 SS  ,  

de unde se deduce uşor că: Scba 34222  . 
Demonstraţia 20. Pentru orice punct IntABCM   notăm   

)(),(),( MdMdMd cba distanţele de la punctul M respectiv la dreptele  

ABCABC ,, şi ],[)(],[)( MCAAMsMBCAMs ba  ][)( MABAMsc  .Vom arăta că: 

                                              36
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Într-adevăr, avem:  
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unde aplicăm inegalitatea lui Bergström şi obţinem: 
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apoi conform inegalităţii lui Mitrinović ( rp 33 ) deducem că: 

                   36
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r

r
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p
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Dacă luăm , atunci : GM 

                    SGsGsGs cba 3

1
)()()(  , 

şi rezultă că: 
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SScba 3436
3

2222  . 



Demonstraţia 21. Conform inegalităţii Neuberg – Pedoe avem: 
Dacă sunt două triunghiuri de laturi  şi de arii şi 

respectiv , atunci are loc inegalitatea: 

,111 CBA

2S
222 CBA 111 ,, cba 222 ,, cba 1S

                              21
2
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2
2

2
2

2
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2
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2
2

2
2

2
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2
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2
2

2
2

2
1 16 SScbaccbabcbaa  . 

Dacă luăm triunghiul echilateral de laturi 222 CBA 1222  cba , avem 
4

3
2 S şi 

atunci rezultă că 11
2
1

2
1 cb 2

1 34
4

3
16 SSa  .Deci într-un triunghi are loc 

inegalitatea: 

ABC

Scba 34222  . 
Demonstraţia 22. Conform unei inegalităţi a lui A. Oppenheim : 
Dacă , atunci în orice triunghi , cu notaţiile obişnuite, are loc 
inegalitatea: 

 Rzyx ,, ABC

                           )sinsinsin(32)( 2 CxyBzxAyzzyx   
cu egalitate zyx   şi triunghiul este echilateral. ABC
Dacă luăm , atunci obinem: czbyax  ,,

                   SSCabBcaAbccba 312632)sinsinsin(32)( 2  . 

Deoarece, 
3

)( 2
222 cba

cba


 , rezultă că: 

                   S
Scba

cba 34
3

312

3

)( 2
222 


 .  

Observaţie. Procedând ca mai sus: 

     rpprSpScba 333123124312)( 22  , deci am obţinut o nouă 
demonstraţie pentru inegalitatea lui Mitrinović. 
Demonstraţia 23. În orice triunghi are loc inegalitatea: 

                                               
2

sin)( 222 C
bac  . 

Într-adevăr: 

 ))(()(
2

sin)()
2

sin)(( 22222222 bpapbaabc
C

baababc
C

bacab  

     

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

 bacpp
cbacbaba

, cu egalitate dacă şi numai dacă 

. ba 
Deci, 

        
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A
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

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C
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B
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A
tgS , 

unde deoarece funcţia   ,,0: *
 Rf 

2
)(

x
tgxf  , este convexă pe  ,0 , rezultă că: 

                   StgS
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tgScba 34
6
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6

34222 





. 

 
 

Generalizări 
Generalizarea 1. Dacă , atunci în orice triunghi , are loc inegalitatea:   ,1m ABC

                                              
m

mmm S
cba 










3

4
3222 . 

Demonstraţia 1. Avem: 
mmmmmm cbacba )()()( 222222  , de unde dacă ţinem seama că funcţia 

,: **
  RRu mxxu )( este crescătoare şi convexă pe şi aplicăm inegalitatea Jensen 

obţinem: 

*
R

                      
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
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
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Demonstraţia 2. Deoarece funcţia , este convexă pe conform 
inegalităţii lui Jensen avem: 

,: **
  RRf mxxf 2)(  *

R
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 
m

m
mmm pcba

cba
fcfbfaf 2

12
222 )2(

3

1

33

1
)()()(  

                                                             
m

m

mm

mm

mmmm

m

mm

r

pS

r

prpp






  121212

2

3

4

3

4

3

4
. 

Conform inegalităţii lui Mitrinović avem 33
r

p
, şi din relaţia precedentă obţinem ceea 

ce era de demonstrat. 
Demonstraţia 3. Conform inegalităţii lui J. Radon avem: 
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3

4

3
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




m

mmm
mmm pcba

cba , şi mai departe procedăm ca în demonstraţia 2. 

 
Generalizarea 2. Dacă , atunci în orice triunghi , are loc inegalitatea:   ,2m ABC
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Demonstraţie. Avem: 

222222 )()()(
mmm

mmm cbacba  , şi deoarece funcţia ,: **
  RRv 2)(

m

xxv  este 

crescătoare şi convexă pe , atunci conform inegalităţii lui Jensen rezultă că: *
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Generalizarea 3. Dacă funcţia este convexă şi crescătoare pe , atunci în 
orice triunghi , are loc inegalitatea: 

**:   RRw *
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Demonstraţie. Conform inegalităţii lui Jensen avem: 
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de unde ţinem cont de (I-W) şi de faptul că  este crescătoare pe obţinem: w *
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Generalizarea 4. Dacă  Rzyxm ,,, şi , atunci în orice triunghi , 
are loc inegalitatea: 

*
 Rzyx ABC
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Demonstraţie. Avem: 
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unde aplicăm inegalitatea lui J. Radon şi (I-W) şi obţinem: 
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Generalizarea 5. Dacă , cu notaţiile de la Demonstraţia 20., atunci avem :  Rm
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Demonstraţie. Avem: 
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de unde conform inegalităţii lui J. Radon deducem că : 
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                                                                          Smm 12 )3(2  . 

Generalizarea 6. Dacă , atunci în orice triunghi are loc inegalitatea: *
 Rm ABC

                                            S
cba mmmm
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Demonstraţie. Avem: 

            
2
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2
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8
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3 CBAabc
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Deoarece, 3 sinsinsin3sinsinsin CBACBA  , rezultă că : 
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Deci:   


3

3

3

3

3

mmmmmmm

abc
cbacba

 



                                
3

4

3
3

1
2

3

2

2

S
abcabc

cba mmmm








 
 . 

Generalizarea 7. Dacă , atunci în orice triunghi , cu notaţiile 
obişnuite , are loc inegalitatea: 

,,  Ryx *
 Ryx ABC

                               Syxyaxcycxbybxa 2222 )(34  . 
Demonstraţie. Conform inegalităţii lui H. Bergström avem: 
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Conform teoremei Jakob-Steiner: dintre toate triunghiurile de perimetru cel de arie 

maximă este triunghiul echilateral.Fie deci aria triunghiului echilateral de 

perimetru şi latură
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teoremei Jakob-Steiner) rezultă că: 
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SyxU 2)(34  . 
Observaţie. Dacă , atunci obţinem inegalitatea lui Weitzenböck. 0,1  yx

Generalizarea 8. Dacă ,,,  Ryxm *
 Ryx , atunci în orice triunghi , cu 

notaţiile obişnuite , are loc inegalitatea: 
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Demonstraţie. Conform inegalităţii lui J. Radon avem: 
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Ca mai sus: 3
2 33 Sp   şi conform teoremei Jakob-Steiner . SS 3
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Observaţie. Dacă , atunci obţinem inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck. 0,1  yxm

Generalizarea 9. Dacă , atunci în orice triunghi , cu 
notaţiile obişnuite , are loc inegalitatea: 

*,,,   RzyxRzyx ABC

                             Szyxzbyaxczaycxbzcybxa 2222 34  . 
Demonstraţie. Conform inegalităţii lui H. Bergström avem: 
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Observaţie. Dacă , atunci obţinem inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck. 0,1  zyx

Generalizarea 10. Dacă , atunci în orice triunghi , cu 
notaţiile obişnuite , are loc inegalitatea: 
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Demonstraţie. Conform inegalităţii lui J. Radon avem: 
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Observaţie. Dacă 0,1  zyxm , atunci obţinem inegalitatea lui Ionescu-
Weitzenböck. 
În legătură cu inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck există în literatura de specialitate alte 
două inegalităţi celebre, şi anume: 

 Inegalitatea Hadwiger-Finsler:  

                                   222222 34 accbbaScba  . 

 Inegalitatea Neuberg-Pedoe: pentru un al doilea triunghi de arie T şi laurile de 
lungimi zyx ,, avem: 

                         , STzyxcyxzbxzya 16)()()( 222222222222 
cu egalitate dacă şi numai dacă triunghiurile sunt asemenea. 

Remarcă. La a XX-a O.I.M., Bucureşti, România în 1978 a fost propusă comisiei O.I.M. 
de către Cehoslovacia problema: 
Fie un triunghi de laturi şi arie , iar 1T cba ,, P T alt triunghi de laturi şi arie Q . wvu ,,
Să se demonstreze că: 
                         PQwvucwvubwvua 16222222222222  . 
Observăm că problema este de fapt inegalitatea Neuberg–Pedoe.  
Demonstraţie. Avem: 
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inegalitatea devine: 

Cabbac cos2222  Wuvvuw cos2222 

                     WuvvuvuaWCabuv cos2sinsin4 22222  
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  0)cos(1222222  WCabuvabuvubva   

    0)cos(122  WCabuvbuav , ceea ce este evident. 
Egalitate avem dacă şi numai dacă: 

0 buav şi buavWC  0)cos(1 şi 1)cos( WC   
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a
 şi WC  , adică cele două triunghiuri sunt asemenea. 

 
 
 
 
 
 
 
 


