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Abstract

The Romanian geometer and algebraist Dan Barbilian was not only a
great mathematician, but he was also a great poet, under the name Ion
Barbu. This paper begins by emphasizing the peculiarities of the mathe-
matical language of Dan Barbilian: they reveal the basic presence of Ion
Barbu in the mathematical work of Dan Barbilian. Then we argue that
the mathematical research of Dan Barbilian is inseparable from his teach-
ing. Another major point of this paper refers to the fact that Barbilian
used to split one theorem into several propositions which point out the
role of each hypothesis in the main theorem.

Personalitatea fascinantd a matematicianului gi poetului Dan Barbilian star-
neste un interes mereu viu. Textul care urmeaza nu are pretentia unui studiu
global al activitatii didactice sau stiintifice a lui Dan Barbilian, ceea ce ar con-
stitui o intreprindere foarte greu de realizat. Dar am fost marcat de cursurile
profesorului Barbilian, iar influenta lui asupra mea a crescut, in mod aparent
paradoxal, in anii maturitatii mele matematice, adicd dupa disparitia fizica a
profesorului. Tatd de ce simt acum nevoia de a decanta aminirile mele si de
a-mi cristaliza o viziune proprie asupra personalitatii lui complexe. Altfel spus,
adica Imprumutand pentru un moment limbajul maestrului, voiesc a infatisa un
tablou impresionist al lui Dan Barbilian.

Am fost studentul lui Dan Barbilian in anul 1956, la cursul de teoria nu-
merelor din semestrul de vara gi la cel de bazele geometriei din semestrul de
iarnd, respectiv in anii IV gi V de facultate. Studiul de fatd se intemeiaza (aga
ar fi spus DB!) pe amintirile mele puternice de la acele cursuri si pe lecturi
ulterioare.

Dupa §1 consacrat limbajului, paragraful al doilea incearca sa puna in eviden-
ta alte trasaturi care singularizeaza lectiile lui Barbilian. Una din ele este
folosirea oarecum paradoxald a notelor de curs, nelipsite la fiecare lectie. Altd
nota specifica este faptul ca la Barbilian nu putem separa activitatea didac-
tica de cercetarea stiintifica: el nu ezita sa plaseze foarte multe rezultate ale
cercetarilor proprii in prelegerile destinate studentilor, iar aparitia lectiilor in
forma litografiata o asimileaza cu memorii publicate. Nu in ultimul rand, Bar-
bilian obignuegte sa despice o teorema importanta in mai multe propozitii care
pun in evidenta rolul diverselor ipoteze ale teoremei principale.



Ultimele doua paragrafe incheie lucrarea cu exemple din cursurile pe care
le-am urmat.

1 De la Ion Barbu la Dan Barbilian

In acest paragraf incepem prin a schita un dictionar al notatiei si terme-
nilor matematicii proprii ale lui Dan Barbilian. Continuam cu citate care scot
in evidenta atat particularitatile limbajului lui Barbilian, cat si unele aspecte
surprinzatoare ale gandirii sale.

Relatia de apartenenta este notata predominant cu —. Mai rar, foloseste
totusi semnul €, facand distinctia intre a € A, o apartenenta data prin ipoteza,
si ¢ — C, Insemnand o apartenenta care este consecinta a unei demonstratii sau
a unei definitii. Un exemplu tipic: axiomele privind existenta unei operatii, de
exemplu la grupuri scrie ca daca a,b € G, atunci ab = ¢, ¢ — G. De aici provine
si denumirea de axioma implicatiei si folosirea frecventa a unor exprimari de
tipul ,,produsul este implicat”.

Pentru numerele intregi foloseste denumirea de intregi rationali, iar multimea
lor o noteaza cu C.! Multimea numerelor rationale era notata cu R.

Formula O— insemna c& inelul  este imagine omomorfa [sic] a inelului
O, iar isomorfismul era notat cu — .

Asocierea pentru care azi folosim semnul — era notata cu >>>— .

Folosea mult literele caligrafice, dar nu avea standarde de folosire specializata
a diverselor tipuri de caractere: latine, caligrafice, grecesti, etc.

Dintre termenii matematici proprii lui Barbilian, pretuiesc cel mai mult :
multimea degsartd, pentru multimea vida.

Pare curios faptul ca notiunea de functie nu este cristalizata la Barbilian aga
cum suntem obignuiti astazi: cf. [8], 38-39. Totusi, nelacunar insemna surjectiv,
iar wvalorifica insemna ,ia valori”. Pentru o functie f : A — B si un element
b € B, ramificarea totald a lui b insemna multimea f~1(b).

Inelul de ansamble era multimea partilor unei multimi.

Barbilian folosea adjectivul veritabil in situatiile pentru care astazi folosim
termenul propriu; de exemplu, un tdeal veritabil insemna un ideal care nu co-
incide cu intregul inel. Pentru Barbilian teoria idealelor insemna o teorie a
divizibilitatii, aga incat folosea termenul ideal nedivizibil pentru ideal maximal.

In cadul multimilor bine-ordonate, Barbilian se refera Is succesivul imediat
al unui element [6].

Mai putem observa ca Barbilian umanizeaza obiectele matematicii. Cuvantul
cerere, care sugereaza o actiune umana, este mult folosit de Barbilian cu intelesul
de axioma. Un element sau o structura asculta de o teorema sau o axioma, dar
mai ales, o teorie matematica se lasd dedusa dintr-un numar finit de axiome.

1La Barbilian literele caligrafice apar chiar ca litere scrise de méana.



Comentand cererea independentei unui sistem de axiome, Barbilian ne ex-
plica faptul ca ea a aparut din dorinta ca ,,sistemul de axiome sa nu fie pletoric,
¢i minimal”. Mult mai frumos spus decat cu termenul actual: ,,;redundant” !

In afara de limbajul matematic propriu-zis, scrierile lui Dan Barbilian mai
prezinta numeroase alte particularitati, pe care le schitez in continuare.

Incep cu folosirea catorva cuvinte in forme care in zilele noastre au iesit din
uz. In primul rand, complect (imi amintesc foarte bine c& prin anii 40, aceasta
era forma care se folosea, nicidecum ,,complet”). Apoi limbagiu, peisagiu, ...,
etc. De asemenea, a resolvi ([1], pag. 28); asa apare acest verb in Gazeta
Matematica interbelica, iar in zilele noastre s-a pastrat forma ,,rezolvitor”. Nu
gtiu daca forma contribuesc ([8], pag. 502) era in uz sau o creatie proprie. Cred
insa ca 1i apartine forma pe care o foloseste pentru stiinta noastra: ,,lucrari de
matematice,..., profesor suplinitor de matematice,..., doctor in matematice”, etc.
(19], pag. 9).

Mai departe ajungem in domeniul certitudinilor, adica al formelor gi ex-
primarilor care ii apartin cu siguranta si care impreuna alcatuesc limbajul in-
confundabil Dan Barbilian—Ion Barbu.

Incep cu o particularitate ortografica: peste tot in scrierile sale, Barbilian
pune virgula inaintea conjunctiei cd: ,,se stie, ca doua conexiuni...”, ,,observam,
ca daca presupunem...”, ,,vrem sa aratam, ca avem...”, etc.

O exprimare care apare mereu este se acoperd cu pentru ,,coincid(e) cu”.

Dan Barbilian—Ion Barbu are voluptatea cuvintelor rare. De exemplu, ,,sana-
tatea lui Galois scapdta tot mai mult”. DEX confirmi: a scdpata poate sa
insemne ,,a asfinti, a cadea, a se cufunda”. In alta parte, Barbilian scrie: ,,La
aceste lectii se pot #ncd prelucra mai amanuntit aceste probleme” ([8], pag. 506).
Din nou, DEX confirma: incd are si intelesul ,,de asemenea” (regionalism).

Referindu-se la teoriile care studiaza inelele necomutative, Barbilian con-
sidera ca ele ,,sunt tdiate pe masura cazului comutativ’. Pentru a mentiona
sursa unor informatii, Barbilian ne spune ca a ,,imprumutat acestor carti cea
mai mare parte a referintelor istorice” ([8], pag. 219), cdnd mai degraba le-a
Llmprumutat” din aceste carti (situatie asemanatoare la [3], pag. 86).

Mi se pare evident ca in limbajul lui Dan Barbilian se manifesta si influenta
limbii germane. Foloseste constructii compacte tipic anglo-saxone, cum ar fi
intemeierea grupal-teoreticd a mecanicei, iar egal indreptatite pare tradus direct
din germana (gleichberechtigt). Tot aga, locurile de anulare (Nullstellen) sunt ze-
rourile unui polinom. Academicianul Solomon Marcus vede influenta germana si
in faptul ca ,,Barbilian nu s-a prevalat niciodatd de expresii ca ‘se vede usor
cd/ sau ’este evident cd’, obicei pe care matematicienii romani l-au preluat de
la francezi”.

Prezenta esentiald a lui Ion Barbu in opera lui Dan Barbilian, invocata
mai Inainte, nu se limiteaza la limbaj. Ea se manifesta in tot ceea ce tine
de personalitatea lui Ton Barbu, bine cunoscutd in lumea literelor. Cred ca
exemplele care urmeaza sunt edificatoare.

Profesorul Barbilian manifesta interes pentru datele biografice; el merge de
la scurte notite, uneori insotite de comentarii surprinzatoare, pana la ample



evocari ale unor matematicieni de seama. ,,Numitorul comun” ar fi ca Barbilian
incearca sa explice opera prin personalitatea creatorului.

De exemplu, despre Felix Klein ne spune: ,,nascut la Diisseldorf dintr-un
tata macelar, detine de la mama sa belgiana facultatea eminamente latina de
a stapani masa faptelor gi de a statua asupra acestora” [sic!], apoi aflam c& in
caldtoria sa de studii la Paris, ,,in anii razboiului din 1870, a cunoscut pe Sophus
Lie gi s-a impartasit din ideile grupal-teoretice ale acestuia”.

Barbilian are un adevarat cult pentru Steinitz, doud din cursurile sale avand
in titlu sublinierea ,,in axiomatizarea lui Steinitz”, si de asemenea, pretuieste
mult pe Eisenstein,? dar pentru fiecare din ei are o nota cu precizarea ,,matema-
tician german, de origine evreiascd” ([3], pag. 14, 227).

Aceste precizari, care astazi ne socheaza, erau facute in 1945-1946. In
1950 Barbilian devine ... marxist ! El scrie ,,Notiunea de grup reprezinta ab-
stragerea catorva proprietati fizice ale materiei, dintre care cea mai importanta
este proprietatea deplasdarilor fard deformare” [sublinierea DBJ, iar mai departe
,,Putem spune ca teoria grupurilor ilustreaza stralucit o a doua teza materialist-
dialectica, in formularea celebra a lui Stalin, teza conexiunii universale” [sublini-
erea DB]. Aceastd schimbare este, desigur, o manifestare de oportunism: céativa
ani mai tarziu, Barbilian marturisea ca la inceputul anilor '50 se temea sa nu
fie arestat din cauza trecutului sau legionar.

In ceea ce priveste evocarile ample ale unor matematicieni ilustri, trebuie
spus ca ele sunt texte de o mare frumusete literara, in asa masura incat Dinu
Pillat le-a introdus in editiile sale

Ton Barbu. Pagini de proza. Ed. pentru Literatura, Bucuresti 1968,

Ton Barbu. Versuri si proza. BPT, Ed. Minerva, Bucuresti 1970.
Sunt incluse evocari ale lui Ion Banciu (profesorul elevului Barbilian: ,rara,
providentiald intalnire!”), Gh. Titeica (,,Bétélia se desfigoara alba, hotarata,
intr-un mers de fapt suveran. Ochii profesorului, precisi, albagtri in planul me-
dian al amfiteatrului, par materializarea punctelor circulare de la infinit: orga-
nizatori gi absolventi. Pe cand fata se desface pe fondul negru al tablei ca masca
insdsi a geometriei. Ca sfera absolutd neeuclidiana.” ), Wilhelm Blaschke, David
Hilbert, Carl Friederich Gauss (o analiza ampla a realizarilor lui Gauss, plecand
cu ,,Ingirarea domeniilor pe care Gauss si-a pus sigiliul aratd ca Imbratisarea
mintii lui tindea la universalitate” si culminand cu ,,Gauss a realizat printre
matematicieni un ordin nou, oarecum transfinit de marime. E net superior unei
opere, ea insigi supremd”), Evariste Galois (,,Teoria lui Galois se gaseste la
autorul ei in stadiul heuristic, in care noile concepte traiesc in promiscuitate
cu subiectul cercetator, in care conceptele vegeteaza ca nigte organe, pe axa
timpului”). In aceleagi volume mai gisim Directii de cercetare in matemati-
cile contemporane, Formatia matematici, si Aforisme® ( printre care faimosul
,,Desenul corupe rationamentul” i ,,Nu existd matematice vorbite (decét la

examene? si in congresele matematicienilor). Un adevir matematic nu poate

2Dactilografa pare s fi fost o persoand cultd, dar neatents: scrie peste tot Einstein in loc
de FEisenstein; numele apare in curs corectat de Barbilian.

3Alese de Solomon Marcus (comunicare personald).

4Din picate, in zilele noastre componenta orald a examenelor a dispirut aproape cu



fi primit ca achizitionat decat daca e prezentat scris gi daca rezista verificarii
oamenilor competenti.”

Alte citate vor fi date in paragraful urmator, unde va fi si profesiunea de
credinta a lui Dan Barbilian asupra relatiei dintre matematica si poezie.

2 Dan Barbilian, un perfectionist

Profesorul Barbilian venea la curs cu lectia scrisa pe foi, dar nu sub forma
unor notite, ci redactata complet, ca si cum ar fi fost gata de trimis la tipar.
Dar foarte curdnd se indeparta de textul de pe foi, explicAindu-ne de ce era
nemultumit de ceea ce abia scrisese cu o zi inainte ! Uneori nu reusea sa
corecteze gresgeala si amana rezolvarea pentru lectia urmatoare. Cei mai multi
dintre colegii mei erau nemultumiti de acest stil de predare care implica potic-
neli, Incercari nereusite, reveniri; dar eu am fost fascinat de faptul ca un mare
matematician gandea cu voce tare in fata noastra gi am invatat mult in acest
fel (incd o ilustrare a tezei academicianului Solomon Marcus privind rolul con-
structiv al gregelilor). De altfel, cursul curdtat de impuritati era de o claritate
desavarsita, dupa cum constatai cand iti reciteai notitele in vederea examenului.

La cativa ani dupa absolvirea facultatii, am asistat la o sedinta de comunicari
tinuta la facultate, in care profesorul Barbilian, marturisind ca ,,odata cu varsta,
ma cuprinde demonul vanitatii”, revendica prioritatea unei teoreme pe care un
alt profesor tocmai o publicase. Barbilian recunostea insa ca teorema lui nu
fusese propriu-zis publicata Intr-o revista, ci doar intr-un curs, deoarece ,,Nu
publicam tot ce gasim; la un ospat bogat mai cad firimituri, pe care altii se
grabesc sa le ridice”. In urma acestui episod, timp de mai multi ani am crezut
ca Barbilian isi impartea rezultatele in doua categorii: unele mai importante,
pe care le publica in reviste, si altele pe care le lasa in cursurile litografiate. Dar
in ultimii ani, si iIn mod definitiv cu ocazia pregatirii acestui studiu, mi-am dat
seama ca era o parere complet gresita.

Pentru formarea unei imagini corecte a lui Dan Barbilian sunt esentiale
insemndrile sale autobiografice din 1940 si 1954, reproduse in [9], I, 9-63 si
respectiv [8], 497-501. In continuare selectionez cateva fragmente semnificative.

Dupa obtinerea licentei, in 1921, comunicalui Titeica o ,,incercare de mai
mare intindere, asupra naturii cireia a putut si se ingele; [...] congruentele,
detaliile tehnice ale demonstratiei il ratacesc”. Titeica crede ca lucrarea era
de teoria numerelor gi 1i procura o mica bursa pentru a studia la Gottingen cu
Landau. Bursa se termina repede si nu este reinnoita, dar Barbilian ramane in
Germania ,,pe socoteald proprie”. Totusi este ,,impermeabil la teoria numerelor
aga cum o concepea Landau [...]; in fata unui David Hilbert scapdtat, ma las
cu totul in voia demoniei literare”. Este Insa fascinat de Gottingen, un ,,oragel
pentru totdeauna matematic, in care filiatia cugetarii nu are nevoie de o vehi-
culare tangibila, ci se transfera imaterial.” Se intoarce de la Gottingen in 1924
fara doctorat, pe care il ia abia in 1929 sub conducerea lui Titeica, cu o teza

desavarsire.



asupra varietatilor hipereliptice. In perioada 1927-1932 ,legaturile stiintifice
cu G. Titeica sunt destul de stranse si indur in tot acest timp ascendentul
netagaduitei sale personalitdti. [...] Abia in 1933, cind incep sa md desfac de
aceastd influentd, incerc si realizez adevarata mea naturd. [...] Ea urmeaza
lichidarii din 1930 a trecutului meu literar (1919-1930).” Barbilian a intretinut
relatii stranse cu lumea matematica germana. El se declara, pe drept cuvant,
,,un reprezentant al programului de la Erlangen”, indatorat scolii germane de
matematica.

In 1940 mai scrie: ,,Intre lucrarile publicate socotesc si acele parti litografi-
ate din cursurile de specializare, tinute in ultimii ani cu studentii anului IV
gi purtdnd asupra cercetarilor proprii. [...] Exemple ilustre (Gauss, Riemann,
Weierstrass) arata ca o parte insemnata [...] din contributia stiintifici raméane
acunsa in caiete de cursuri i In manuscrise. Redusa la scara, constatarea ramane
valabila si pentru cercetatorii marunti. Incat am crezut de cuviinta [...] sd dau si
analiza lucrarilor rdmase in manuscris, dar care [...] au fost mai toate impdrtasite
diverselor societati savante in: conferinte, referate, comunicari. [...] Reactivat
ca matematician dupa 10 ani de experiente literare, am incercat in primul rand
nevoia de a produce gi numai in al doilea rand de a publica.”

Notele din 1940 se incheie cu un text care de fapt il definegte pe Dan Barbilian
ca fiind inseparabil de Ion Barbu : ,,Cercetarea matematicd majora primeste o
organizare gi orientare invecinate cu aceea a functiunii poetice, care, apropiind
prin metafora elemente disjuncte, desfagoara structura identica a universului
sensibil. La fel, prin fundarea axiomatica sau grupal-teoretica, matematicile
asimileaza doctrinele diverse si slujesc scopul ridicat de a instrui de unitatea
universului moral al conceptelor. In acest chip ele inceteaza de a mai fi o labo-
rioasa barbarie ci, participand la desavargirea figurii armonioase a lumii, devin
umanismul cel nou.”

In continuarea din 1954 a memoriului de activitate, introduce cursul [2] in
lista lucrarilor originale si semnaleaza mai multe teoreme pe care le considera
importante si pe care le-a publicat in cursuri litografiate, alcatuind si o lista cu
5 asemenea cursuri (printre care [6]).

Facand bilantul, Barbilian socoteste ca a sosit momentul pentru scurgerea
catre reviste a lucrarilor sale ([8], pag. 501). Din pacate, nu a realizat acest
proect amplu: dupa 1954 a mai publicat, ca lucrari de cercetare in reviste, doar
6 lucrari, in Studii si cercetari matematice. Ultimele doua lucrari, aparute dupa
moartea sa, sunt in colaborare cu Nicolae Radu (singurele lucréri in colaborare
ale lui Barbilian).

Dupa aceasta incursiune in atelierul de creatie al lui Barbilian, ma socotesc
indreptatit sa afirm ca pentru Dan Barbilian, cercetarea stiintifica este insepa-
rabila de activitatea didacticd.

Mai cred ca, asociind cu afirmatia privind caracterul scris al matematicii
(cf. Aforisme), obtinem un silogism care explicd pregétirea lectiilor prin texte
redactate complet. Paradoxul aparent al , tradarii” acestor texte in ziua lectiei
il explic prin spiritul lui Dan Barbilian—Ton Barbu, in permanenta miscare in
cautarea perfectiunii, a absolutului.



Cititorul caruia cele de mai sus i-au starnit interesul, va gasi o prezentare
detaliata a lui Dan Barbilian facuta de un ilustru fost student al sau, academi-
cianul Solomon Marcus, Impreuna cu o exegeza de mare adancime si finete a
raporturilor dintre opera matematicianului si cea a poetului, in volumele

Solomon Marcus, Din gandirea matematica romdneasca, Ed. Stiintifica si
Enciclopedica, Bucuresti 1975.

Solomon Marcus, Intdalnirea extremelor, Ed. Paralela 45, Bucuresti 2006.

3 Programul de la Erlangen

Ultimele doua paragrafe, dezvaluind céate ceva din cursurile pe care le-am
urmat, nu respecta cronologia acestor cursuri. Ca o continuare fireasca a celor
precedente, prezint mai intai cursul de geometrie, pentru care las cuvantul
aproape in intregime lui Barbilian.

,,Euclid a propus un ideal de fundare axiomatica a geometriei. La o mai de
aproape cercetare, acest ideal de rigoare este reductibil la urmatoarele cereri.”
Ele sunt in numar de patru:

L. Lipsa de contrazicere, sau cererea consistentei.” Prin definitie, Inseamna
c& nu exista o pereche de consecinte ale axiomelor care sa fie de forma A = B
si A # B. Explica tehnica demonstratiei prin construirea unui model in cadrul
unei alte discipline, presupuse a fi consistenta. Incheie aceste explicatii cu
urmatoarele precizari: ,,Pana unde se poate merge cu aceasta retrogradare?
Pana la producerea unui model aritmetic. Admitem ca axiomele aritmeticii sunt
lipsite de contrazicere. Lipsa de contrazicere a axiomelor aritmeticii priveste
logica matematica si ea nu intereseaza aici. Mentionam numai ca problema
complectitudinii axiomelor aritmeticii a fost rezolvatd de K. Godel (Monatsh.
fir Math. Phys. 37 (1930)). Lipsa de contrazicere a axiomelor aritmeticii nu-
merabilului a fost doveditd de Gerhard Gentzen in Math. Annalen 112(1936).”

1. Cererea complectitudinii sau categoricitatii. Toate propozitiile geome-
triei pot fi cunoscute, adicd pot fi cunoscute ca adevarate sau false.” Aici
demonstreaza echivalenta cu formularea ,,Un sistem de axiome e complect cand
admite numai realizari (modele) isomorfe intre ele.” In continuare explici pe
larg programul de la Erlangen al lui Felix Klein, subliniind ca in afara de geome-
trie mai exista si alte discipline care se pot realiza ca teoria invariantilor unui
grup de transformari. Observatia facuta de Barbilian, tradusa in limbaj con-
temporan, spune ci o astfel de teorie este completd daca si numai daca grupul
de transformari este unic, abstractie facand de un isomorism.

LI Cererea de independentd (sau minimalitate)’ nu este formulatd aga
cum suntem obignuiti. Barbilian spune doar ca ,,Lasarea la o parte a uneia din
axiome distruge complectitudinea sistemului”, iar ceva mai departe recunoaste
ca ,,Cererea 3 o lasam deocamdata in umbra.”

»IV. Cererea de inerentd’ inseamna ca ,,E de dorit ca enuntul axiomelor
sd trezeascd In noi reprezentdri simple, date imediate ale introspectiei sau [ale]



experientei exterioare: unui numar intreg 1i urmeaza altul, partea e mai mica
decat intregul, doua segmente egale cu al treilea sunt egale intre ele.”

Comentand aceste ,,cereri”, Barbilian consta ca primele doua sunt de natura
logica, a treia ,,este de natura stilistica, formald; privegte redactarea geometriei
si se acopera de acest deziderat: sistemul de axiome s& nu fie pletoric, c¢i mini-
mal”, iar a patra ,,e de natura psihologica.”. In mod normal, Barbilian acorda
prioritate primelor doua cerinte fata de ultimele doua.

Concluzia este urmatoarea: ,,vom spune ca o doctrind matematica admite
o fundare axiomatica dacd se lasa dedusa dintr-un sistem finit de axiome sa-
tisfacand I si I1.”. Asadar, prin doctrind matematica Barbilian intelege un
sistem axiomatic consistent satisfacand proprietatea de completitudine.

Inchei acest paragraf trecand dincolo de amintirile cursului pe care l-am
urmat. Declarandu-se adept al programului de la Erlangen, Barbilian face un
pas In plus: in loc sd aiba in vedere doar grupurile de transformari, precum
Klein, Barbilian lucreaza cu un grup arbitrar. Realizarea majora a lui Barbilian
in aceastd directie este incadrarea mecanicii in programul de la Erlangen [2].
Citez din paginile introductive:

,,Intemeierea grupal-teoretica a mecanicei.”

,E vorba de o definitie modernizata a acestor doctrine, precizatd intr-un
punct esential asupra ciruia Felix Klein nu s-a aplecat indeajuns. [...] S-a
recunoscut anume ca legile mecanicei clasice pot fi concepute ca invarianti
diferentiali ai transformarilor grupului cu 10 parametri al lui Galilei-Newton.
N-am intalnit nicaieri pusa si rezolvata problema: in ce masura grupul Galilei-
Newton imand legilor mecanicei? Anume, nu am vazut demonstratd reciproca
observatiei de mai sus: cel mai intins grup de transformari care invariaza legile
mecanicei clasice e grupul lui Galilei-Newton. Numai atunci grupul poate fi
declarat ca fundamental mecanicei.

4 Briciul lui Ockham

In acest paragraf imi propun sa subliniez o trasaura importanta a stilului
lui Barbilian de a face matematica si sa o ilustrez cu un exemplu din cursul de
teoria numerelor pe care l-am urmat.

Este vorba de faptul ca Barbilian obignuia s descompuné o teorema impor-
tanta in mai multe propozitii, introducand pe rand ipotezele teoremei principale,
punand astfel in evidenta rolul fiecarei ipoteze in teorema principald. De aici
rezulta faptul ca Barbilian nu folosea ipoteze mai puternice decat era necesar.
Aceasta este o recomandare cunoscutd sub numele de briciul lui Ockham, dar
nu am intalnit acest nume nicaieri in scrierile lui Barbilian.

Cursul de teoria numerelor pe care l-am urmat a inceput cu o teorema
afirmand existenta si unicitatea reprezentarii elementelor unui monoid® ca pro-
duse de elemente ireductibile. Au urmat elemente de teoria idealelor in inele

5Barbilian nu folosea acest cuvant, ci spunea semigrup cu element unitate.



necomutative. O problema studiatd in cazul inelelor comutative a fost de-
tectarea inelelor cu ideal principal, adica in care orice ideal este ideal principal.
A demonstrat ca orice inel comutativ, cu element unitate, fara divizori ai lui
zero §i in care are loc Impartirea cu rest, este inel cu ideal principal. Printre
inelele de intregi patratici Z[f], cu @ satisficand o ecuatie 6% + afl + b = 0, au
fost gésite urmatoarele inele cu ideal principal: 6% + 1 = 0 (inelul luiGauss),
0?+2=0,02-2=0,0°+3=0,0°+0+1=0,0°+0-1=0, > +0+2=
0,02+604+3 =0, 62+60—3 = 0. Aplicatiile la teoria numerelor au inclus teorema
mica a lui Fermat si teorema de reciprocitate a resturilor patratice.

Chiar din aceasta enumerare succinta se poate observa ca in timp ce cadrul
general al cursului este teoria inelelor, prima teorema se refera la monoizi. Mo-
tivul este cd pentru descompunerea in factori ireductibili nu este nevoie de
intreaga structura de inel. Dar in timp ce ,,briciul lui Ockham” este adop-
tat de multi matematicieni, Barbilian merge mai departe si despica teorema in
doua propozitii, una afirmand existenta iar cealalta unicitatea, si avand ipoteze
diferite. Sa il urmarim pe Barbilian, in limbaj contemporan.

Fie (S, -, €) un monoid, nu neapédrat comutativ. Un element ¢ € S se numeste
inversabil dacs existd un element e ' € S astfel incat ee~! = e~ 'e = ¢, in care
caz ¢! se numeste inversul lui € i este unic determinat de . Multimea E a
elementelor inversabile este submonoid al lui S si grup.

Fie a = be; dacd b ¢ E spunem ca b este divizor stang al lui a, iar daca
¢ ¢ E spunem ca c este divizor drept al lui a. Notam aceste cazuri cu b |5 a,
respectiv ¢ |4 a. Un element a se numest ireductibil dacd a ¢ F i a = be =
be Esauce E.

Introducem acum conditia

19 orice lant de divizori stangi si orice lant de divizori drepti este finit (sau
se rupe in finit, in terminologia lui Barbilian).

Un sir de divizori stangi (drepti) este un sir a1, as, ... de elemente din S cu
proprietatea cd pentru orice termen a; din gir, a;41 este divizor stang (drept) al
lui a;.

Are loc:

Propozitia 1. Dacd monoidul S satisface 1°, atunci orice element a ¢ E se
descompune in produs finit de elemente ireductibile.

Pe monoidul S se introduce relatia de asociere ~, care satisface
a~be=3JeccFE a=be<=3F'€F a=¢b;

daca a ~ b, spunem ca a si b sunt asociafi. Aceasta relatie este o congruentda a
monoidului S, adica o relatie de echivalenta satisfacand

a~b=—=ac~bc& ca~ch.
Un element p se numeste prim la stinga daca p ¢ F si
/

pa =bc = 3b b=pb saudc c=pc .

Acum introducem conditiile:



20 subcomutativitate la stinga: Va Sa C a8, adicd Vb Ic ba = ac;

39 ireductibil => prim la stinga ;

49 scurtare la stanga, adicd ab=ac=b=c.
Lema A. Dacd S satisface 2°,3°,4°, atunci oricare ar fi elementele ireductibile
r,t, avem rt ~ tr.

In sfarsit, se introduce conditia

50 subpermutatibilitate la stinga: Ya Fa C aF, adicAVe € E3e' € E ca =

as’ .

Propozitia 2. In ipotezele 2°,3°,4°,5°, dacd

(av) P1P2---DPh = q1G2 - - - Gk

undep; (1=1,...,h) siq; (j =1,...,k) sunt ireductibili, atunci h = k gi existd
o permutare o a numerelor (1,...,h) astfel incat

(B) Di ™~ qo(i) (i=1,...,h).

Din Propozitiile 1 si 2 rezulta
Teorema. Dacd S satisface conditiile 1°,2°,3%,49 59 atunci orice element
a ¢ E se scrie ca un produs finit de elemente ireductibile,

a4 = pip2...Ph ,

produsul fiind unic, abstractie facand de ordine si de asocierea factorilor.

Pentru eventualii cititori interesati, in Incheiere dau demonstratiile acestor
rezultate. Urmand chiar exemplul Profesorului Barbilian, care se detaga de
redactarea cu care venea la lectie, am schimbat unele detalii ale demonstratiilor
originare.

Lema 1. Dacd S satisface 1°, atunci orice element a ¢ E are o descompunere
de forma a = bc cu c¢ ireductibil.

Demonstratie. Daca a este ireductibil, atunci concluzia se verifica cu a = ea.
Altfel, existd by ¢ E si ¢; ¢ E cu a = byey; deci ¢ |g a. Dacd ¢ este
ireductibil, concluzia se verifica.
Altfel, existd b ¢ E 51 co ¢ E cu ¢ = baca. Atunci ¢g |4 ¢1 si a = bibacs.
Daca ¢y este ireductibil, concluzia se verifica.
Altfel, procesul continua si se formeaza un lant, de divizori drepti a, ¢1, co, . . .,
care se rupe 1n finit. Obtinem o descompunere a = b1bs . .. b,c, cu ¢, ireductibil.
O

Demonstratia Propozitiei 1. Daca a este ireductibil, concluzia se verifica cu
a=a.

Altfel, aplicim Lema 1 si obtinem a = bjc; cu ¢; ireductibil; deci by |5 a.
Daca by este ireductibil, atunci concluzia se verifica.

Altfel, aplicam Lema 1 si obtinem by = baca cu cg ireductibil. Atunci by |5 by
si a = bacocy. Daca by este ireductibil, concluzia se verifica.

Altfel, procesul continua si se formeaza un lant, de divizori stangi a, b1, bo, . . .,
care se rupe 1n finit. Obtinem o descompunere a = b,c,, ...cocy cu toti factorii
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ireductibili. O

Demonstratia Lemei A. Daca r ~ t, atunci rt ~ tt ~ tr. Presupunem acum
r o t.

Din 2° rezultd ci exitid ¢ si v astfel ca (1) rt = tq si (2) tr = rv. Conform
cu 3%, r este prim la stanga, deci din (1) rezultd ¢t = rt’ sau ¢ = rq’. Cum ¢
este ireductibil si r ¢ F, prima alternativd implicd ¢’ € E, deci r ~ ¢, contrar
ipotezei. Rezultd ¢ = rq¢’ si introducand in (1) obtinem (3) rt = trq’. Mai
rdmane sa demonstrdm ¢’ € F.

Din (3) si (2) obtinem 7t = rvq’, de unde cu 4° rezultd ¢t = vq’. Intrucat
t este ireductibil, deducem v € E sau ¢’ € E. Mai ramane si demonstram ci
vé¢ E.

Intr-adevir, presupunand v € E, din (2) se obtine 7 = trv~=!, unde 7 este
ireductibil iar t ¢ E, deci rv~! € E, prin urmare r = (rv~!)v € E.Contradictie.

O

Lema 2. Daca p este prim la stanga st p = bc cu b,c ireductibili, atunci p ~ b
sau p ~ c.

Demonstratie. Avem b = pb’ sau ¢ = pc’. De exemplu 1n prima alternativa,
cum p ¢ F rezulta b € E, deci p ~ b. O

Demonstratia Propozitiei 2. Elementele pq,...,p, sunt prime la stanga cf.
39: vom folosi Lema 2 extinsi la un numir oarecare de factori.

Exista (1) € {1,...,k} astfel incat p; ~ go(1), deci g,(1) = €1p1 cu 1 €
E. Conform Lemei A, avem qug,(1) ~ Gs(1)q¢ pentru toti go. Cum ~ este
congruenta, aplicand in mod repetat aceasta permutabilitate, membrul drept
Q din () satisface @ ~ ¢,(1)Q’, unde Q' este produsul celorlalti factori din Q.
Prin urmare @ = ¢,(1)Q’e, cu € € E, i relatia (o) devine

p1-..pp=e1p1Q'e =;Q'e”

unde €’ € F si ultima egalitate s-a obtinut aplicind 5°: este esential faptul
cd transformarea lui €1 in € se face cu péstrarea apartenentei la multimea E.
Folosind 4°, rezulta
pa...pp=Q¢".

Procedeul continua si rezultd ca factorii pa, .. ., pp sunt asociati cu factori g, (2),

-+ qo(h), unde indicii o(1),0(2),...,0(h) sunt distincti. De aici rezulta h < k
si schimband rolurile se obtine £k < h. Prin urmare h = k, o este o permutare
si are loc relatia (8). O

5 Concluzii

Opera matematica a lui Dan Barbilian poarta pecetea Ion Barbu, fiind vorba
nu doar de limbajul pitoresc, ci mai ales de gandirea care merge la esente.

Creatia lui Dan Barbillian este structurata in teoreme ,,moleculare” care se
descompun in teoreme ,,atomice”; acestea din urma dezvaluie ce se poate obtine
cu ipotezele teoremei ,,moleculare” luate separat.
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La Dan Barbilian cercetarea stiintifica si activitatea didactica merg mana in
mana.

Studiul de fata lasa deschisa problema unei analize punctuale a contributiilor
lui Dan Barbilian in geometrie si algebra, precum si a ecoului operei sale. Con-
statdm c& Barbilian a avut foarte putini elevi in sensul acreditat al acestui
cuvant. Un elev mai mult potential nu s-a confirmat ca atare, altul gi-a schimbat
orientarea matematica dupa ce obtinuse cateva rezultate apreciate de maestru;
doar Mihail Benado a fost un elev consecvent si care s-a afirmat el insusi ca
matematician de mare valoare. Dar influenta lui Dan Barbilian asupra unora
dintre noi este covarsitoare.

Multumiri

Observatiile si sugestiile pertinente facute de academicianul Solomon Marcus
si de Dragog Vaida au contribuit mult la imbunatatirea acestei lucrari. De
asemenea, Claudia Muregan a corectat o greseala.

Lucrari consultate

In vremea studentiei mele si mai Inainte, profesorii isi redactau cursurile, care
apdreau in fascicole litografiate gi puteau fi cumpéarate (se vindeau in camaruta
care este acum biroul administratorului). Asa au procedat Simion Stoilow,
Victor Valcovici, Miron Nicolescu, Dan Barbilian, Alexandru Froda si desigur
altii, pe care nu-i mai retin.

Am fost foarte bucuros cand cineva drag mi-a legat cursurile lui Barbilian
in volume cartonate frumos. Iata lista lor.

[1] Introducere la cursul de axiomatica mecaniei clasice (,,Lectie de deschidere,
tinuta Luni 8 Februarie 1942, in form& dezvoltatd”); 32 pag.

(2] Aziomatica mecanicei clasice; 599 pag., 1943-1944.

[3] Curs de algebrd axiomatica. Teoria lui Galois in axiomatizarea lui Steinitz;
256 pag., 1945-1946.

[4] Curs de algebrd aziomatica. Partea [a] II-a, Inele si ideale; 286 pag.,
1945.

[5] Grupuri cu operatori (,,Fasc. suplimentard la cursul de Algebra Axio-
maticd”, dar sunt mai multe fascicole) ; 141 pag., nedatat.

[6] Curs de teoria grupurilor si [a] structurilor; 453 pag., 1950-1951.

[7] Curs de teoria numerelor(Lectii culese de Alexandru Solian; copertd
tiparitd) ; 267 pag., 1955.

Volumul tiparit

[8] Algebra. Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti 1985,
este ingrijit de Horia Pop si reproduce unele cursuri, printre care [7], precum si
,,Continuarea notei asupra lucrarilor stiintifice” si ,,Indrumar metodic al cursu-

lui de geometrie”.
Am mai consultat

[9] Opera Matematica. 1. Geometrie. 1I. Algebrd. Ed. Didacticd si Peda-
gogica, Bucuresti 1967.
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